Die Komplexitat des Multiple Sequence
Alignment Problems bei nichtmetrischen
Kostenfunktionen

Bodo Siebert

Januar 2000
Bericht A-00-05



Zusammenfassung

Multiple Sequence Alignment ist ein wichtiges Problem in der molekularen
Genetik. Dynamisches Programmieren dauert in der Praxis meist zu lange, an-
dere (schnellere) Algorithmen zur Berechnung der optimalen Losung sind bislang
nicht bekannt.

Gesucht sind also schnelle Approximations-Algorithmen mit garantierter Ap-
proximationsgiite. Es wird die k-Stern-Methode vorgestellt. Fiir diese werden
Laufzeitverbesserungen und Verallgemeinerungen gezeigt.

Fiir den Fall, daf die Kostenfunktion variabel ist und die Dreiecksungleichung
nicht erfiillt sein muf}, wird ein alternativer Beweis fiir die NP -Vollstindigkeit
des korrespondierenden Entscheidungsproblems gegeben und die MAX—-SNP -
Hérte sowie eine untere Schranke fiir die Approximationsgiite bewiesen.



INHALTSVERZEICHNIS 2

Inhaltsverzeichnis
1 Einfiihrung 3
2 Notationen und Definitionen 4
3 Dynamisches Programmieren 8
4 Komplexitit und Approximationshirte 11
4.1 NP -Vollstindigkeit von MSA . . . . .. .. ... . . ... ... .. 11
4.2 Nichtapproximierbarkeit von MSA . . . . . .. ... .. .. ... ... 15
4.2.1 Approximation von Optimierungsproblemen . . . . . . ... .. 15
4.2.2 DieKlasse MAX—-SNP . . ... .. .. .. .. ... .... 16
423 MAX—-SNP-Hirtevon MSA . .. .. ... ... ... ... 16
4.2.4 Nichtapproximierbarkeitsschranke fir MSA . .. ... ... .. 19
5 Approximationsalgorithmen 21
5.1 Die Center-Star-Methode . . . . . . . .. ... ... . ... ....... 21
5.2 Verallgemeinerung auf k-Sterne . . . . . . . ... ... ... 24
5.2.1 Approximation mit k-Sternen . . . . . . .. ... ... .. ... 25
5.2.2  Ausgewogene Mengen . . . . . ... ..o 26
5.3 Beschleunigung der 3-Stern-Methode . . . . . . . . ... ... ... .. 27
5.3.1 Kleine ausgewogene Mengen von 3-Sternen . . . ... ... .. 27
5.3.2 Die Algorithmen . . . . . . . .. ... L 31
5.4 Verallgemeinerung der Fehlerabschétzung . . . . . . . .. .. ... ... 33

Literatur 37



1 EINFUHRUNG 3

1 Einfiihrung

Multiple Sequence Alignment ist eine wichtige Aufgabe der Bioinformatik. Dabei stehen
zwei Anwendungen im Vordergrund: zum einen das Finden gleicher oder &hnlicher
Regionen in DNA-, RNA- oder Aminoséduresequenzen, zum anderen die Konstruktion
phylogenetischer Bdume anhand der genetischen Informationen der Lebewesen.

Leider sind keine effizienten Algorithmen zur Berechnung eines optimalen Alignments
einer variablen Anzahl von Sequenzen bekannt. Viele verschiedene Ansétze zur Kon-
struktion eines moglichst guten Alignments wurden bereits versffentlicht (Altschul, Lip-
man [1], Feng, Doolittle [6], Gotoh [10], Vingron, von Hiseler [19]). Eine ausfiihrliche

Auflistung wiirde den Rahmen an dieser Stelle sprengen. Fiir eine Ubersicht empfehle
ich Gusfield [12] und Waterman [22].

Viele der vorgestellten Methoden versuchen ein Alignment zu konstruieren, das eine
gegebene Kostenfunktion optimiert. Bisher hat sich aber kein Maf} zur Bewertung von
Alignments durchsetzen konnen. Es gibt sogar Ansitze, die ganz auf eine Bewertung
der konstruierten Alignments verzichten.

Ich werde hier die sogenannten SP-Kosten (sum of pair-Kosten, siehe Carrillo [5]) zur
Bewertung der Alignments verwenden.

Kapitel 3 hat zum Inhalt, dal eine Greedy-Strategie mittels dynamischen Program-
mierens im Allgemeinen kein optimales Alignment liefert. In Kapitel 4 zeige ich die
NP -Vollstiandigkeit fiir die Berechnung eines optimalen Alignments sowie eine untere
Schranke fiir die Approximierbarkeit. Kapitel 5 beschéftigt sich mit der Approximation
des optimalen Alignments.

Ich werde hier nur eigene Sétze beweisen. Bei Ergebnissen von Anderen verweise ich
fiir den Beweis auf die Literatur.
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2 Notationen und Definitionen

Sei ¥ ein Alphabet, dann bezeichnet XA := ¥ U {A} mit A ¢ ¥. A heifit Gap. €
bezeichnet das leere Wort.

Mit [z : j] wird die Menge {n € Nji < n < j} bezeichnet. Ist x ein Vektor, so sind
x1,...,x, die einzelnen Elemente von z,d. h. z = (z1,...,z,).

Im folgenden ist S eine Menge von Sequenzen Si,...,S, iiber dem Alphabet 3.
S; hat die Lange [; und es gilt S; = s;1...54, . Dabei ist ein mehrfaches Auftreten
gleicher Sequenzen erlaubt. M sei die Menge aller endlichen Mengen von Sequenzen.

Die Definitionen 2.1,2.2 und 2.4 sind im wesentlichen aus Pevzner [18] iibernommen.

Definition 2.1 (Alignment-Graph)
Der Alignment-Graph G=(V,E) von S ist ein gerichteter azyklischer Graph und defi-
niert durch

V={veNve[0:1]}
und

E={v,w)eV?0<w—v;<1Vi€[l:n] undv #w} .

In einem Alignment-Graph représentiert eine Kante e = (v, w) ein n-Tupel f(e) aus
YR mit

Siw; falls v; < w;
fle)i = { A falls o = w;

Ein Pfad (eq,...,er) von der Quelle (0,...,0) zur Senke (ly,...,[,) des Alignment-
Graphen kann als n x L-Matrix aufgefafit werden. Dabei ist der Eintrag in der i-ten
Zeile und der j-ten Spalte gerade f(e;); .

Definition 2.2 (Alignment)
Sei (e1,...,er) ein Weg von der Quelle zur Senke in dem Alignment-Graphen von S .
Dann heift A= {Ay,... Ay} mit A; = f(e1);... f(er); Alignment von S.

Beispiel 2.3

Sei S; = AT, Sy = ACA und S3 = T. In Abb. 2 ist der zugehdrige Alignmentgraph
abgebildet. Es sind nicht alle Kanten eingezeichnet, um den Graph dbersichtlich zu
halten.

Der eingezeichnete Pfad steht fiir das Alignment

ATA
A:= 1| ACA
ATA
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Abbildung 1: Der Alignmentgraph fiir die Sequenzen AT,ACA,T

A steht, wenn nicht anders angegeben, fiir ein Alignment {A4;,..., A,} der Sequenzen
aus S. Dabeihabenalle A; (i =1,...,n)dieLinge L undesgilt A; = a;i...a;. a;;
ist durch einen Pfad (ey,...,er) durch den Alignment-Graphen gegeben, a;; = f(e;); -

Definition 2.4 (Kosten, optimales Alignment)

Eine Kostenfunktion ist eine Funktion d: Y% — N mit d(x,z) =0 fir alle v € Sa .
Die SP-Kosten (SP: sum of pairs) Dy(A) eines Alignments A = (Ay,... ,A,), wobei
L die Linge der A; (i=1,...,n ) ist, sind definiert durch

Dy(A) = Z Zd(aipaajp)-

1<i<j<n p=1

Fiir eine Menge von Sequenzen S bezeichnet Aq(S) ein optimales Alignment von
S beziiglich der Kostenfunktion d, das heifit es gilt Dg(Aq(S)) < Dgy(A) fiir alle
Alignments A von S.

Die gewichteten Kosten eines Alignments fiir eine Gewichtsmatriv C = (cij)i;—, sind
definiert durch

Dy(A,C) = Z Zcz’jd(aipvajp)

1<i<j<n p=1
mit Cij Z 0.

Fiir Sequenzen S und Gewichtsmatriz C bezeichnet Ay(S,C) ein optimales gewich-
tetes Alignment, das heifit Dq(Aq(S,C),C) < Dy(A,C) fir alle Alignments A von
S.

Die Aufgabe ist nun, einen Algorithmus zu finden, um fiir eine gegebene Menge von
Sequenzen ein optimales Alignment zu berechnen. Dieses ist im Allgemeinen nicht
eindeutig bestimmt.
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Beispiel 2.5
Sei d eine Kostenfunktion mit d(z,y) = 1 fir x # y. Die paarweisen Kosten sind
dann:

ATA

?, § ACA > 1
ATA

Damit ist D(A) = 6. Aber auch das Alignment

AAT
ACA
AAT

hat Kosten 6. Alignments mit geringeren Kosten sind nicht méglich. Es gibt also meh-
rere optimale Alignments.

Ich werde nur SP-Kosten betrachten. Es sind aber auch andere Bewertungen der
Alignments moglich. Eine Verallgemeinerung der SP-Kosten sind Funktion der Form
d : ¥X — N, wobei nicht nur Paare von Zeichen, sondern eine ganze Spalte eines
Alignments bewertet wird.

Im folgenden werde ich statt Dy und Ay(S) auch D und A(S) schreiben, wenn klar
ist, auf welche Kostenfunktion d sich D bzw. A(S) bezieht. Statt D(A(S)) schreibe
ich auch D(S).

D(S;, S;) bzw. D(S;,S;,Sk) bezeichnen die Kosten eines optimalen Alignments der
zwei bzw. drei Sequenzen. D(S;, S;, Sk, C) sind die Kosten eines optimalen gewichte-
ten Alignments der drei Sequenzen mit Gewichten aus C'.

Fiir eine Teilmenge S von S bezeichne mit D(S|.A) die Kosten des Alignments, das
sich durch Einschridnken eines Alignments A von S auf Sequenzen aus S ergibt.
Dieses Alignment heifit das durch S induzierte Alignment von S. Offensichtlich ist
D(S) < D(S|A). A heifit S-konsistent, falls D(S) = D(S|A).

Beispiel 2.6
Betrachte wieder das Alignment aus Beispiel 2.3. Dann sind D({S1, S3}|A) = 1 die

Kosten des Alignments
ATA
Az = (ATA) '

In A3 taucht eine reine Gap-Spalte auf. Streng genommen ist A3 also kein Align-
ment, da dieser Fall in der Definition nicht enthalten ist. Eine reine Gap-Spalte wiirde
einer Schlinge im Alignment-Graphen entsprechen. Aufgrund der Bedingung d(z,x) =
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0 erzeugen Gap-Spalten aber keine zusétzlichen Kosten, kénnen also toleriert werden.

Aus den oben genannten Definitionen ergibt sich fiir Komplexitétsuntersuchungen das
folgende Entscheidungsproblem.

Definition 2.7 (M SA)
Sei S eine Menge von Sequenzen tber einem gegebenen Alphabet Y, k € N eine
Konstante und d eine Kostenfunktion. Dann ist

MSA = {(S,d,k)[Da(A4(S)) < k}
Desweiteren wird die folgende Funktion benétigt.

Definition 2.8 (MIN —MSA)
MIN—MSA ist das Optimierungsproblem zu einer Menge von Sequenzen und einer
Kostenfunktion die Kosten eines optimalen Alignments zu berechnen.
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3 Dynamisches Programmieren

Die iibliche Methode zum Berechnen eines Alignments von n Sequenzen ist dynami-
sches Programmieren in n Dimensionen. Dabei wird die Methode, den Editierabstand
zwischen zwei Sequenzen zu bestimmen, einfach auf héhere Dimensionen iibertragen.
Fiir eine genaue Beschreibung des Verfahrens empfehle ich Gusfield [12] und Waterman
[22]. Fiir die Grundlagen dynamischer Programmierung von zwei Seqzenzen empfehle
ich Ottmann, Widmayer [16].

Der Nachteil des Verfahrens ist, daf sich fiir n Sequenzen der Linge [ eine Laufzeit
von O(2™™) ergibt. Fiir eine konstante Anzahl Sequenzen ist die Laufzeit polynomiell
in der Lange [ der Sequenzen, wobei der Exponent die Anzahl der Sequenzen ist. Das
macht diese Methode nur fiir kleine Anzahl von Sequenzen praktikabel.

Das folgende erste Theorem sagt aus, dafi eine Greedy-Strategie im Allgemeinen nicht
zu einem optimalen Alignment fiihrt.

Dazu verwende ich Alignments von Gruppen von Sequenzen (siche Gotoh [10]). Da-
bei wird in einer Dimension der Editiermatrix nicht eine einzelne Sequenz abgetragen,
sondern ein bereits berechnetes Alignment A von mehreren Sequenzen S. Das be-
reits berechnete Alignment wird nicht mehr veréindert. Lediglich komplette A -Spalten
diirfen eingefiigt werden. Das so entstehende gesamte Alignment A ist im Allgemei-
nen nicht optimal. Es gilt aber D(A) = D(S|.A) und damit ist A S -konsistent, falls
D(A) = D(S) erfiillt ist, also A ein optimales Alignment fiir S ist.

Ich schrinke die Kostenfunktionen in Theorem 3.1 stark ein. Man kann aber davon
ausgehen, dafl durch allgemeinere Kostenfunktionen die Berechnung eines optimalen
Alignments nicht einfacher wird.

Theorem 3.1
Seten g,m >0 und k€ N, k>4 mit m > g-k—il und m < 2-g gegeben. Ferner
sei ¥ ein Alphabet mit |X| > 4. d sei eine Kostenfunktion und gegeben durch

0 fallsx=1y,
dlz,y)=¢ m fallsx#yund x,y # A,
g sonst .

d erfillt die Dreiecksungleichunyg.

Dann gibt es n+ k Sequenzen Sy, ..., Shik tber X mit folgender Eigenschaft: Wird
zundchst das optimale Alignment von n beliebigen Sequenzen berechnet und danach,
unter Beibehaltung des berechneten optimalen Alignments, das optimale Alignment der
n Sequenzen mit den restlichen k Sequenzen berechnet, so ist das resultierende Align-
ment nicht optimal bzgl. d.
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Beweis: Sei ¥ := {a,b, c,d}. Numeriere alle k-elementigen Teilmengen von [1 : n+k|
mit 1,2,...,p durch, p= (”+k) . Bezeichne mit T} die j-te Teilmenge.

k
Erstelle Sequenzen Si,..., S, wie folgt:
S; = FM; FMF ... FM;F
mit F = d(ccd)”** und

ab fallsi € T;

.o dP falls i = min([1 : n + k] \ T})
Y ) a falls i = max([1:n+ k] \ Tj)
€ sonst

Nach Konstruktion der Sequenzen kann man nun aus Symmetriegriinden ohne Ein-
schrankung zunéchst das Alignment von Si,..., S, berechnen. Sei Tj, = [n+1 : n+k].
Dann ist nach Konstruktion M;;, € {a,b,e} fiir alle i € [1 : n|] und M;;, = ab fiir
r>n+1.

Bedingt durch die in jeder Sequenz gleich haufig auftretenden Teilsequenzen F' miissen
bei einem optimalen Alignment einer beliebigen Teilmenge von Sequenzen diese F -
Teilstiicke exakt untereinander ausgerichtet sein. Die Kosten des Alignment ergeben
sich daher nur aus dem Aufeinandertreffen von a, b und A.

Da die Kosten fiir ? nach Wahl der Kostenfunktion giinstiger sind als fiir ﬁz sieht

die Spalte j, des entstanden Alignments wie folgt aus:

b
A

D¢ (n—2) mal
A
a
Wird nun das Alignment mit den restlichen k£ Sequenzen berechnet (durch ein &+ 1-

dimensionales Alignment, bei dem in einer Dimension das bereits berechnete Alignment
steht), so entsteht einer der beiden folgenden Fille in der Spalte jj:

Ab bA
AA AA
: (n —2) mal : (n —2) mal
AA AA
Aa oder a A
ab ab
: k mal : k mal
ab ab

Beide Moglichkeiten haben identische Kosten. Daher betrachte ich o. E. die linke
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Moglichkeit A; . Die Kosten fiir diese Spalte berechnen sich wie folgt:

D(A)) =  nkg +@+1men—mw+2n
linke Spalte rechtevSpalte

(k+1)m+[2n—2)k+ (2n —4)] g
2(n —1)(k+1)g
Ein optimales Alignment hitte aber stattdessen folgende Spalte A, :

aA
Ab

AA
: } (n —2) mal

AA
ab
: k mal
ab

D(Ay) = (k+1)(n—1)g+(k+1)(n—1)g

(. J (. S

mit Kosten

~~

w
linke Seite rechte Seite

= 2(n—=1)k+2(n—-1)]g

Es gilt ndmlich:

D(A;) > D(Ay)
& (E+1)m+[2n—2)k+2n—4)]g > 2(n—1k+2(n—1)]g
& (k+1)m—2g9 >
2
= >
SR
Nach Voraussetzung ist m > k%lg, daher gilt die Behauptung. |

Der Fall m = 2¢g wird hier nicht betrachtet, da in diesem Fall die Kosten fiir fz und

o gleich wiiren. Uber die in obigem Beweis betrachtete Spalte j, konnte in diesem Fall
keine Aussage gemacht werden.
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4 Komplexitit und Approximationshirte

Fiir einige mit MSA verwandte Probleme wurde NP -Vollstéindigkeit bereits nachge-
wiesen.

Beim Multiple Sequence Tree Alignment geht es darum, zu einer gegebenen Menge
von Sequenzen neue Sequenzen so hinzuzufiigen, dafl der minimal spannende Baum des
vollstdndigen Graphen mit den Sequenzen als Knoten und den Kosten des paarweisen
Alignments der adjazenten Sequenzen als Kantengewichte minimale Kosten hat. Fiir
dieses Problem wurde NP -Vollstindigkeit und MAX — SNP -Hirte nachgewiesen
(siche Wang, Jiang [20] und Wareham [21]).

Ebenfalls wurde NP -Vollstindigkeit fiir Multiple Sequence Alignment mit Kosten-
funktionen der Form d : ¥ — N nachgewiesen (sieche Maier [15] und Pevzner [18]).

In [20] beweisen Wang und Jiang die NP -Vollstéindigkeit fiir Multiple Sequence Align-
ment mit SP-Kosten durch Reduktion von Shortest Common Superstring, wobei die
Kostenfunktion d die Dreiecksungleichung erfiillt.

Ich werde zeigen, dal MSA NP -vollstindig ist, wenn die Dreiecksungleichung nicht
erfiillt sein mufl. In Abschnitt 4.2 werde ich dann die in Abschnitt 4.1 benutzte Re-
duktion dazu verwenden, um MAX —SNP-Hirte und eine untere Schranke fiir die
Approximierbarkeit von MSA nachzuweisen.

4.1 NP-Vollstindigkeit von MSA

Zum Beweis der NP -Vollstindigkeit werde ich 1—2,3SAT auf MSA reduzieren.

1—-2,35AT ist die Menge aller Booleschen Formeln F' in konjunktiver Normalform,
deren Klauseln aus 2 oder 3 positiven Literalen bestehen, und es eine Belegung der
Variablen gibt, so daf} jede Klausel durch genau ein Literal erfiillt wird. Eine Klausel,
die durch genau ein Literal erfiillt wird, nenne ich eindeutig erfiillt.

1—3SAT ist die Teilmenge von 1— 2,3SAT, in der jede Klausel genau 3 Literale
enthélt. 1—3SAT ist nach Garey, Johnson [9] NP -vollstindig. 1—3SAT ist ein
Teilproblem von 1—-2,3SAT und offensichtlich ist 1—2,3SAT auch in NP, daher ist
auch 1-2, 3SAT NP -vollstindig.

Theorem 4.1
MSA ist NP -vollstindig fir |X|>9.

Beweis: Ich werde zeigen: 1—-2,3SAT <, MSA.
Sei F'=F; A...AF, eine Formel in konjunktiver Normalform bestehend aus |F|=r
Klauseln, wobei alle F; 2 oder 3 Literale enthalten, die alle nichtnegiert sind. Seien
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| [Alp[p[afbfec[d]f]1]O0]

Al 0 0 | 13r | 13r | 13r | 13r | 13r | 13r | 13r | 13r
pil O 0 0 (137 |13r | 13r | 13r | 137 | 13r | 13r
pll13r| O 0 0 0 0 0 0 0 0
a|13r|13r| O 0 3 3 3 0 1 1
b || 13r|13r| 0 3 0 3 3 0 1 1
c||13r|13r| O 3 3 0 3 0 1 1
d|[13r|13r| O 3 3 3 0 0 1 1
f|[13r|13r| O 0 0 0 0 0 0 0
1113r|13r| O 1 1 1 1 0 0 0
0|[13r|13r| O 1 1 1 1 0 0 0

Abbildung 2: Die Kostenfunktion dp fiir eine Formel F' mit r Klauseln

Z1,...,T, diein F' vorkommenden Variablen. Erstelle n4+1 Sequenzen Si,...,S,,C
iber dem Alphabet ¥ :={a,b,c,qd,f,p,p,1,0}.

Si = ppXippXiopp - . . PP X PP

firalle . =1,... ,n. O. E. seien Fy,...,F,, die Klauseln mit jeweils 3 Literalen und
Foi1,..., F. die Klauseln mit je 2 Literale. Dann ist fiir 1 < j<m

al0 falls z; das erste Literal in Fj ist
b10 falls x; das zweite Literal in F} ist
c10 falls ; das dritte Literal in Fj ist
fff sonst

Xij =

und fir m+1<i<r

aaffaaaffa falls z; das erste Literal in Fj ist
Xij = ¢ 11fbbbbbf1l falls z; das zweite Literal in F} ist
ffffffffff sonst .

Desweiteren ist

C = pppdOpppdOppp...pppd0 ppp fffffffffppp... pppfffffffEff ppp

TV
m mal do (r—m) mal £°

= ppp(doppp)™ ' d0(ppp£®)" "' ppp -

Sei 8 ={S,...,5S,,C}. Die Kostenfunktion dp ist in Abbildung 2 dargestellt.

Definition 4.2 (variablen-konsistentes Alignment)
FEin Alignment A = {C,Si,...,Su} heifit variablen-konsistent zu einer Belegung
ai, ... ,q, der Variablen x,...,x, wenn

~

1. ¢C=C,
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9 & — S;A - falls o; = false,
STVl AS; falls a = true.

Zunécht ein Beispiel zur Verdeutlichung der Konstruktion.

Beispiel 4.3
Sei F'=(x1VaoaVas)A(xy VagVay) A (e Vzaxs) A (x V xs) . Daraus ergeben sich
folgende Sequenzen:

S1 = ppalOppalOppfffppaaffaaaffapp
S, = 7ppblOoppfffppalOppffffffffffpp
S3 = ppclOoppblOppfffppllfbbbbbfipp
S, = ppfffppclOppblOppffffffffffpp
Sy = ppfffppfffppclOppffffffffffpp

C = pppdOpppdOpppdOpppfffffffffppp

Wihle ©1 = x5 = 1 und xo = x3 = x4 = 0. Bei dieser Belequng sind alle Klauseln
eindeutig erfillt. Das zu dieser Belequng gehdrende variablen-konsistente Alignment

S; : AppalOppalOppfffppaaffaaaffapp
Sy : ppblOppfffppalOppffffffffffppA
S3 : PppclOppblOppfffppllfbbbbbfippA
Sy : ppfffppclOppblOppffffffffffppA
S5 : AppfffppfffppclOppffffffffffpp

C : pppdOpppdOpppdOpppfffffffffppp

hat Kosten 40, jeweils 10 pro Klausel.

Behauptung 1: Es gibt ein optimales Alignment, das variablen-konsistent ist.

Beweis: Man sieht (siehe auch Beispiel 4.3), da} es ein Alignment A4 von Sp mit
D(A) < 12r gibt. Dies ist gerade dann der Fall, wenn in A variablen-konsistent zu
einer beliebigen Belegung ist.

Da D(A) < 12r konnen Gaps nur in Spalten auftreten, wo sich auflerdem nur p
befinden. Ansonsten wiirden sich aufgrund der gewéhlten Kostenfunktion sofort Kosten
> 13r ergeben. Daher konnen Gaps nur vorne oder hinten in einer Sequenz eingefiigt
werden.

Sei S; die aus S; entstandene Sequenz in A, Sy die aus C entstandene Sequenz in
A. Jede Sequenz S; aus A hat also ein Prifix der Form AJi1pA’i2 fiir j;;, ji € N.
Konstruiere ein Alignment A’ wie folgt:

1. Ersetze fiir jedes ¢ den Prifix von S; durch AJitiep.
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2. Entferne alle reinen A -Spalten.

In dem so konstruierten Alignment hat jedes S;, i > 1, maximal ein fithrendes Gap.
So hat kein fiihrendes Gap. Es gilt auBerdem D(A) < D( ). Verfahre analog mit den
Postfixen. Daraus folgt die Behauptung.

Behauptung 2: D(Sg) = 12r —2k , wobei k die maximale Anzahl gleichzeitig eindeutig
erfiillbarer Klauseln von F' ist.

Beweis: Nach Behauptung 1 geniigt es variablen-konsistente Alignments zu betrachten.

Da d(p,x) =0 fiir alle  # A und d(p,x) =0 fiir alle © # A,p geniigt es, die Kosten
fiir einzelne Klauseln anhand der X;; der beteiligten Variablen zu ermitteln.

Es bleibt noch zu zeigen, daf} eine erfiillte Klausel Kosten 10 und eine nicht erfiillte
Klausel Kosten 12 hat. Betrachtet man die reprisentierenden Spalten fiir eine Klausel
mit 2 Literalen = und y, so ergeben sich diese zwei Moglichkeiten (aus Symmetrie-
griinden ist es ausreichend zwei der vier Moglichkeiten zu betrachen):

aaffaaaffa aaffaaaffa
11fbbbbbfl und 11fbbbbbfl
T=y TFY

Im linken Fall entstehen Kosten 12, beide Variablen haben den gleichen Wert, die
entsprechende Klausel ist also nicht eindeutig erfiillt. Im rechten Fall entstehen Kosten
10, die Variablen sind unterschiedlich belegt, die Klausel ist eindeutig erfiillt.

Fiir Klauseln mit 3 Literalen sind 4 Félle zu betrachten (insgesamt sind es 8 Fille,
aufgrund der Symmetrie sind 4 Fille ausreichend):

alo alo alo alo
b10 b10 b10 b10
c10 c10 c10 c10
do do do do
0x true 1x true 2% true 3X true

Man sieht, daf} sich in allen Féllen bis auf 1 x true Kosten 12 ergeben. In Fall 1 x true
ergeben sich Kosten 10, dies ist auch gerade der Fall, in dem eine Variablenbelegung
diese Klausel eindeutig erfiillt.

Es ergibt sich also:

In F' sind max. k£ von r Klauseln gleichzeitig eindeutig erfiillbar

< Es gibt ein optimales Alignment von Sg mit Kosten 12r — 2k
Folglich gilt:
F €1-2,35AT < (Sr,10 - |F|,dr) € MSA
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Die Reduktion 148t sich in polynomieller Zeit berechnen, MSA ist also NP -hart.

Man kann nichtdeterministisch leicht iiberpriifen, ob (S, k,d) in MSA ist: Rate eine
mogliche Belegung der maximal nxnl groflen Alignment-Matrix, {iberpriife, ob diese
Belegung ein giiltiges Alignment darstellt, und berechne die Kosten. Akzeptiere, wenn
die Kosten kleiner oder gleich % sind. Uberpriifung und Berechnung der Kosten ist de-
terministisch in polynomieller Zeit moglich, raten nichtdeterministisch in polynomieller
Zeit.

Daraus folgt die Behauptung. [

4.2 Nichtapproximierbarkeit von M S A
4.2.1 Approximation von Optimierungsproblemen

MSA ist als Sprache eingefiihrt worden, es gibt also fiir jede Eingabe nur die Ent-
scheidung, ob sie in MSA ist oder nicht. Bei der Approximation eines Problems geht
es darum, eine Losung zu finden, die zwar nicht unbedingt optimal ist, aber hichstens
um einen gewissen Faktor vom Optimum abweicht.

Dazu mufl MSA zunichst als Optimierungsproblem formuliert werden. Anstatt zu ei-
ner Menge von Sequenzen und einer Zahl k zu fragen, ob ein Alignment mit héchstens
Kosten k existiert, kann man das Problem auch direkt als Funktion, und damit als Op-
timierungsproblem, auffassen. Dazu betrachte ich die Funktion MIN—MSA (Def. 2.8),
die eine Eingabe von Sequenzen und einer Kostenfunktion auf die Kosten des optima-
len Alignments abbildet. In den folgenden Abschnitten werde ich untersuchen, wie gut
MIN—-MSA approximiert werden kann.

Fiir eine Instanz I eines Optimierungsproblems @ seien OPT(I) die Kosten der
optimalen Lésung von 1.

Definition 4.4 (Approximation)

Sei @ ein Optimierungsproblem (Minimierung oder Mazimierung) und 6 > 1 eine
Konstante. Dann heifit () O -approxzimierbar, wenn es eine in polynomieller Zeit bere-
chenbare Funktion f g¢ibt, so daf fir jede Instanz I von @ gilt:

%0PTU)§fU)S5'0PTU)

Ist @ ein Maximierungsproblem, so gilt f(/) < OPT(I). Es ist also nach einem § zu
suchen, so dal OPT(I) < 0f(I). Analog ist fiir ein Minimierungsproblem nach einem
§ zu suchen mit OPT(I) < 4§ 'f(I).

Gibt es fiir ein Optimierungsproblem () fiir jedes § > 1 einen polynomiellen 0 -
approximierenden Algorithmus, so besitzt @) ein PTAS (polynomial time approzi-
mation scheme, siehe [3]). Ich werde zeigen, daf} es fir MIN — MSA kein PTAS
gibt.
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4.2.2 Die Klasse MAX —SNP

Papadimitriou und Yannakakis fiihrten in [17] die Klasse MAX —SNP ein. Unter
anderem gibt es fiir diese Klasse auch den Begriff der Hérte und Vollstindigkeit. Diese
sind iiber sogenannte L-Reduktionen definiert.

Definition 4.5 (L-Reduktion [17])

Seien Py und Py Optimierungsprobleme (Minimierungs- oder Mazimierungsproble-
me). Dann heifst Py L-reduzierbar auf Py, wenn es zwei in polynomieller Zeit bere-
chenbare Funktionen f,g und Konstanten o, 3 >0 gibt, so daf$ fiir jede Instanz I
von Py gilt:

1. f erzeugt eine Instanz f(I) = Iy von Py, so daf fir die Optima von I, und

2. Fiir eine Léosung von Iy mit Kosten co erzeugt g eine Losung von I, mit Kosten
¢1, so daf |, — OPT(I,)| < fBlea — OPT(IL)|

Ist P; L-reduzierbar auf P,, so schreibe ich P; <; P, . L-Reduktionen sind transitiv
(siehe [17]). Im Gegensatz zu many-one-Reduktionen, bei denen eine Sprache auf eine
andere reduziert wird, wird bei L-Reduktionen ein Optimierungsproblem auf ein ande-
res reduziert. Ist P; <; P», so fiihrt ein Approximationsalgorithmus fiir P, sofort zu
einem Approximationsalgorithmus fiir P; .

Fiir jedes M AX —SNP -vollstiindige Problem @ gibt es (siehe Arora [2]) zwei Kon-
stanten dg > € > 1 , so daB ) dg-approximierbar ist und daB aus einer eg-

Approximation sofort P = NP folgen wiirde. Insbesondere kann es also unter der
Voraussetzung P # NP kein PTAS fiir (Q geben.

Ich werde in diesem Abschnitt die MAX —SNP -Hirte fiir MIN—MSA zeigen.

MAX —3SAT ist das Problem, zu einer Booleschen Formel F' in 3CNF die maxi-
male Anzahl von Klauseln zu finden, die gleichzeitig erfiillt werden konnen. Analog ist
MAX—1-2,35SAT das Problem, zu einer Formel F' in konjunktiver Normalform, die
nur nichtnegierte Literale enthilt und deren Klauseln aus entweder 2 oder 3 Literalen
bestehen, die maximale Anzahl von Klauseln zu finden, die gleichzeitig eindeutig erfiillt
werden kénnen.

Nach [17] und Hochbaum [14] ist M AX —3SAT vollstindig fir MAX —SNP.
4.23 MAX—-SNP-Hirte von MSA

Ich zeige zunichst, dal M AX—1-2,3SAT M AX-SNP -hart ist. Fiir die Untersuchung
von MIN—MSA ist aber nur die Reduktion von Interesse.
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Lemma 4.6
MAX—1-2,35AT ist MAX —SNP -hart.

Beweis: Ich zeige MAX —3SAT <; MAX—1-2,3SAT .

Sei F' = Fy A ... A\ F, eine Formel in 3CNF iiber den Variablen zi,...,z,, F; =
:r]al“ \Y :1:]0;]2 Vv :1:]0;]3 )

Bilde daraus F wie folgt: Fiihre fiir ¢ = 1,... ,n die neuen Variablen b;, b;s, b;3 ein
sowie fiir j = 1,...,r die neuen Variablen a;i,...,ajs. Ersetze z; durch z; und
x; . Setze

3 — + falls a;, = 1 (positives Literal),
7 — falls a;, = 0 (negiertes Literal).

Ersetze F; durch:

xfl“ Vajl \/aj4
SL’ZM \/(ng\/a]‘4
SL’ZZS \/(ng (].)
aj1 \/an\/ajg,

;3 Vaj4\/aa6
sowie fiir i=1,2,3:

T} VT Vb
T} VI Vb (2)
b;;1Vb;;2Vbjio

Pro Auftreten der Variable x; in F befindet sich in F ein Block wie (2). Dadurch
wird die konsistente Belegung der Variablen gesichert (z; # x; fiiralle i =1,... ,n).

Behauptung: In F sind maximal & Klauseln gleichzeitig erfiillbar < In F sind ma-
ximal 137 + k£ Klauseln gleichzeitig eindeutig erfiillbar.

Beweis: Man sieht, da8 die konsistente Ubertragung einer Belegung der z;, die in F
k Klauseln erfiillt, auf = und z; gerade 13r + k Klauseln erfiillt.

Es kénnen in F auch immer mindestens 13r Klauseln erfiillt werden konnen. Zu
zeigen bleibt also, daB, wenn in F 13r + k Klauseln gleichzeitig eindeutig erfiillt
werden kénnen, es immer auch eine konsistente Belegung der z;, z; gibt, in der
13r + k Klauseln eindeutig erfiillt sind. Diese Belegung kann auf die z; iibertragen
werden, so dafl in F' k Klauseln erfiillt sind.
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Angenommen es kénnen 13r + k£ Klauseln gleichzeitig eindeutig erfiillt werden und
es gibt ein 49 mit z} = z; . Taucht z;, in p Klauseln auf, dann sind wg. (2) p
Klauseln nicht erfiillt. Es konnen aber durch die Inkonsistenz maximal p Klauseln aus
(1) zusitzlich erfiillt werden. Wird z;,z; konsistent belegt, so kénnen also maximal
p Klauseln aus (1) nicht mehr eindeutig erfiillt werden, dafiir sind aber die p nicht
eindeutig erfiillten Klauseln aus (2) zusétzlich erfiillt. Auf diese Weise kann sukzessive
eine konsistente Belegung erzeugt werden, bei der mindestens 13r + k gleichzeitig ein-

deutig erfiillt werden konnen.

In jeder Formel in 3CNF ist mindestens die Hélfte aller Klauseln erfiillbar. Sind bei
einer beliebigen Belegung der Variablen weniger als die Hilfte der Klauseln erfiillt, so
invertiere die Belegung. Dann sind mindestens die Klauseln erfiillt, die vorher nicht
erfiillt waren.

Wihle o =28 und = 1. Dann gilt:

OPT(F) < 14r = 28% < aOPT(F)

Sei ¢ das errechnete Resultat fiir F', dann gilt
lc— OPT(F)| < Blé — OPT(F)|
wobei sich ¢ aus ¢ = 13r + ¢ ergibt, also ¢ =¢ — 13r.
= MAX —-3SAT <, MAX—1-2,3SAT
= MAX—1-2,3SAT ist MAX —SNP -hart. [ |

Theorem 4.7
MIN—-MSA ist MAX —SNP -hart fiir |X|>9.

Beweis: Ich werde MAX —3SAT <; MIN—MSA zeigen. Dazu verwende die Re-
duktionen aus Theorem 4.1 und Lemma 4.6. Aus technischen Griinden reduziere ich
nicht direkt von MAX—1-2,3SAT .

Sei F' eine Formel in 3CNF mit r Klauseln. Berechne dazu die zugehorigen Sequenzen
S wie in Theorem 4.1 und Lemma 4.6. Sind in F' k Klauseln erfiillbar, so sind in der
nach 4.6 berechneten Formel 13r + k& von 14r Klauseln eindeutig erfiillbar und damit
ergeben sich fiir ein optimales Alignment von & die Kosten

D(S) = 12(14r) — 2(13r + k) = 142r — 2k .
Seien D eine Losung, d. h. die Kosten eines Alignments, von S und ¢ die daraus zu

errechnende Losung, d. h. Anzahl gleichzeitig zu erfiillender Klauseln, von F'. Dabei
gilt 142r —2¢ =D, also ¢ =T71lr + 2.
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Wiéhle @ =284 und g = %, dann gilt
OPT(S) < 142r < 284% < aOPT(F)

und

& — OPT(F)| =

D
ir+—— |71
r—|—2 < r+ 5

< B|D - OPT(S)] .

Es gilt also MAX —3SAT <;, MIN—MSA. Da MAX —3SAT MAX —-SN7P-
vollsténdig ist, ist folglich MIN—-MSA MAX —SNP -hart. |

Korollar 4.8
Unter der Voraussetzung P # NP gibt es kein PTAS fiir MIN—MSA .

Beweis: Die Behauptung folgt aus der MAX —SNP -Hiirte von MIN —MSA und
der Aussage in Arora [2], dal kein M AX —SNP -hartes Problem ein PTAS besitzt,
wenn P # NP ist. [ |

4.2.4 Nichtapproximierbarkeitsschranke fiir MSA

Da MIN-MSA MAX-—SNP -hart ist muf} es eine Konstante v geben, so daf} eine
(7—4) -Approximation fiir beliebige § > 0 nicht moglich ist auBer es gilt P = NP . In
diesem Abschnitt zeige ich, dafl, unter der Annahme P # NP, MIN —MSA nicht
besser approximiert werden kann als % ~ 1.00178. Dafiir verwende ich die Aussage
aus Hastad [13], dafl aus einer ¢ -Approximation fiir M AX—-3SAT mit 6 < % P=NP

folgen wiirde.

Theorem 4.9
Unter der Voraussetzung P # NP gibt es keine e -Approzimation fir MIN —MSA
561

fiir beliebige € < = .

Beweis: Ich verwende die Reduktion aus Theorem 4.7. Angenommen es gibt einen e-
approximativen Algorithmus fiir MIN—MSA, ¢ > 1. Seien in einer Formel in 3CNF
mit r Klauseln £ Klauseln gleichzeitig erfiillbar. Dann hat das zugehorige Alignment
Kosten 142r—2k . Es gibt also einen Approximationsalgorithmus fiir MIN—MSA , der
ein Alignment mit Kosten kleiner oder gleich e- (142r —2k). Da M AX—-3SAT , unter
der Annahme NP # P, keinen 0 -Approximationsalgorithmus fiir § < % besitzt (siehe
[13]), gibt es keinen Approximationsalgorithmus fiir M AX—3SAT , der garantiert eine
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Belegung der Variablen liefert, die mindestens %k Klauseln simultan erfiillt. Es gilt
also folgende Ungleichung fiir beliebige k € [0 : r].

7
(142r — 2k)e > 142r — §2k

7k
142r — v

> .
< = 1400 — 2k

Fiir £ = r ergibt sich damit

561
€> —
— 560
Da MAX —3SAT nicht besser als % approximiert werden kann, gilt folglich ¢ >
7
1412404 = % . Gébe es eine e-Approximation fiir MIN—MSA mit € < %, so wiirde

diese eine d-Approximation fiir MAX —3SAT liefern mit § < %. Daraus wiirde

P = NP folgen. u
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5 Approximationsalgorithmen

Thema dieses Kapitels sind schnelle Algorithmen zur Berechnung eines Alignments und
Abschatzung des maximal mo6glichen Fehlers.

Im folgenden sei fiir die Kostenfunktion d die Dreiecksungleichung vorausgesetzt, d.
h. d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2) fir alle z,y,2z € Za.

5.1 Die Center-Star-Methode

Grundlage dieses Abschnittes liefert das folgende Theorem. Darauf basiert die Idee
Approximationsalgorithmen mit Hilfe von k-Sternen zu konstruieren.

Theorem 5.1 (Feng, Doolittle [6], Gusfield [12])
Fiir jede Menge von Sequenzen S und jeden Baum T = (S, E) gibt es ein Alignment
A, so dap fiir alle {S;,S;} € E ygilt:

D({5i, Sj}A) = D({Si, S;})
Ein solches Alignment werde ich kompatibel zu T nennen.

Beispiel 5.2
Betrachte den Baum in Abb. 3. Mit der Kostenfunktion d(xz,y) =1 fir x #y ergeben
sich die folgenden paarweise optimalen Alignments:

AGCAT AGCT ATATA ATAAT
51,52 (AGCAT) 52, 53 <ATAT> 53,51 (ATCTG) 53,95 (ATCAT)

Links ist das daraus zu konstruierende zu dem Baum in Abb. 3 kompatible Alignment
Acomp , Techts das optimale Alignment A,y der 5 Sequenzen dargestellt:

AGACATA AGC ATA
AGACATA AGCATA
Acomp = | ATAAATA Aot = | ATAATA
ATACATG ATCATG
ATCAATA ATC ATA

Es gilt D(Acomp) = 24 und D(Ayy) = 18. Ein kompatibles Alignment ist also nicht
unbedingt optimal. Andererseits ist D({S2, Ss}Aopt) = 3 und D({S2, S3}| Acomp) =
D(Ss,S3) = 2. Es kann also durchaus vorkommen, daf ein durch ein optimales Align-
ment induziertes Alignment nicht optimal ist.

In [11] und [12] beschreibt Gusfield den sogenannten center-star-Algorithmus zur Be-
rechnung eines Alignments mit garantierter Fehlerschranke. Ich werde sie hier vorstel-
len, da sie die Grundidee fiir weitere Uberlegungen liefert. Es werden dafiir sogenannte
2-Sterne bendtigt (in [11]: center-star). Ich definiere eine Verallgemeinerung, die soge-
nannten k-Sterne, die in den weiteren Abschnitten gebraucht werden.
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Abbildung 3: Ein Baum mit Sequenzen als Knoten

Abbildung 4: Ein Graph G (3-Stern mit 2-Clique, links) und der daraus resultierende
Graph G (rechts). Zwei maximale Cliquen in G sind umrandet.

Definition 5.3 ( k-Stern)
FEin Graph G = (V, E) heifit k -Stern, wenn sich V' in paarweise disjunkte Teilmengen
Vi,..., V;,C zerlegen lifit mit

1. |Cl=1
2. \Vil =k =1 firalle i € [1: 7]
3. E=FE UE,U...UE;, wobei E; = {{v,w}|v# w und v,w € V;UC} .

G heifit k-Stern mit q -Clique fir 2 < q < k=1, wenn 1 und 3 gelten und |V;| = ¢—1,
WVil=k—1 firi=1,...,j—1.

Anschaulich hat ein k-Stern G ein Zentrum C' mit einem Knoten, welcher in jeder
der j k-Cliquen (V;UC, E;) des Graphen enthalten ist. Abgesehen von dem Knoten
aus C' sind die Cliquen paarweise disjunkt.

Es ist klar, dal ein k-Stern nur existiert, wenn |V| =1 (mod k — 1). Ist dies nicht
der Fall, so wird eine zuséitzliche ¢-Clique mit den restlichen ¢ — 1 Knoten angefiigt,
es entsteht ein k-Stern mit ¢-Clique. In Abb. 4 ist links ein 3-Stern mit 2-Clique
dargestellt.

2-Sterne existieren fiir jede Anzahl Knoten, 3-Sterne nur fiir eine ungerade Anzahl
Knoten. Fiir eine gerade Anzahl Knoten existiert aber immer ein 3 -Stern mit 2-Clique.

Basis fiir den center-star-Algorithmus ist Theorem 5.4.
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Theorem 5.4 (Gusfield [11, 12])
Sei A, ein zu dem 2 -Stern mit Zentrum S. kompatibles Alignment von S . Dann gilt:
D(A,) 2

min <2——

c€[1:n] D(A(S)) n

Die Funktion A, D = compatible_alignment(G) liefert ein zu einem Graphen G kom-
patibles Alignment A und dessen Kosten D. G ist dabei eine Konfiguration mit
Knotenmenge S . Bdume und k-Sterne sind ein Spezialfall der Konfigurationen. Kon-
figurationen werden in Abschnitt 5.2 bendtigt (siehe Def. 5.7). 2-Sterne sind auch
Béaume.

Aus Theorem 5.4 ergibt sich der folgende Algorithmus zur Berechnung eines Alignments
von n Sequenzen mit garantierter Fehlerschranke 2 — % .

Algorithmus 1 (center-star-Algorithmus)
Input: Sequenzen S ={Si,...,S,}
Output: Alignment A* mit Kosten D*
: for i =1 to n do {Berechne alle paarweisen Alignments}
for j =1 to n do
Aij = A(S;, Sj)
Dij = D(Ay)
end for
end for
for =1 to n do
Dj =3 i Dy
end for
ce[l:n] mit D, < D;Viell:n]
: Erstelle 2-Stern G, mit Knoten S§, Mittelpunkt S,
12: A*, D* = compatible_alignment(G.)

— =
—= O

Algorithmus 1 hat eine Laufzeit von O(n?l?). Der Beweis der Fehlerschranke beruht
im wesentlich auf den folgenden beiden Lemmata und Theorem 5.1.

Lemma 5.5 (Gusfield [11, 12])
Erfillt die Kostenfunktion d die Dreiecksungleichung, so gilt fiir beliebige Sequenzen
Si, Sj, Sk N

D(S;, Sk) < D(S;, Sj) + D(S;, Sk)
Lemma 5.6 (Gusfield [11, 12])

Die Kosten eines optimalen Alignments von S sind mindestens so grof$ wie die Summe
der paarweise optimalen Alignments der einzelnen Sequenzen:

1<i<j<n



5 APPROXIMATIONSALGORITHMEN 24

5.2 Verallgemeinerung auf k-Sterne

In diesem Abschnitt wird die 2-Stern-Methode (Theorem 5.4) auf k-Sterne (Def. 5.3)
verallgemeinert. Dazu fiihrt Pevzner in [18] den Begriff der Konfiguration ein.

Definition 5.7 (Konfiguration)
Sei V.=[1:n] und G = (V,E) ein Graph mit den mazimalen Cliqguen ,... Q.
Sei Wi =[1:1] und Wy = {v|v € Q;NQ; fiir 1 <i < j <t}. Definiere einen Graphen

G =W, UWsy, E) mit E={(i,v)|veQ;NQ, firein Q,}.
Ist G ein Baum, so heift G Konfiguration.

Baume sind Konfigurationen, die ausschliellich aus 2-Cliquen bestehen. Bei k-Sternen
und k-Sternen mit ¢-Clique handelt es sich ebenfalls um Konfigurationen (siehe
Abb. 4).

Analog zu der Definition eines kompatiblen Alignments fiir einen Baum ist die Kom-
patibilitit eines Alignments zu einer Konfiguration G definiert.

Definition 5.8 (Kompatibilitét)
FEin Alignment A von S heifit kompatibel zu einer Konfiguration G = (S, E), falls
fiir alle maximalen Cliquen 2 C S von G

D(Q|A) = D(Q2)
qgilt.

A bezeichnet ein optimales zu einer Konfiguration G kompatibles Alignment.

Die Existenz eines solchen Alignments ist eine direkte Verallgemeinerung von Theorem
5.1.

Fiir die Fehlerabschitzung wird der Begriff der Verbindungskosten (in [18]: communi-
cation cost) bendotigt.

Definition 5.9 (Verbindungskosten)
Sei G = (V, E) ein Graph, dann sind die Verbindungskosten von G

c(G) = > l(v,w),
v,weV
wobei l(v,w) die Anzahl der Kanten des kirzesten Weges zwischen v und w ist. Die

Linge eines Weges ist dabei die Anzahl der Kanten des Weges.

_ @)
"= T

sind die normalisierten Verbindungskosten von G .



5 APPROXIMATIONSALGORITHMEN 25

Fiir den vollsténdigen Graphen H,, mit n Knoten gilt: ¢(H,) =n(n—1) und b(H,) =
1. Fiir jeden anderen Graphen mit n Knoten G # H,, gilt: b(G) > b(H,,) .

Insbesondere gilt fiir k-Sterne G mit n Knoten b(G) =2 — £.

GY bezeichnet die Menge aller zu einem Graphen G isomorphen Graphen mit Kno-
tenmenge S .

Unter allen zu Graphen aus G¢ kompatiblen Alignments erfiillt dasjenige mit mini-
malen Kosten die folgende Abschétzung:

Theorem 5.10 (Pevzner [18])
Sei S eine Menge von n Sequenzen und G = (V, E) eine Konfiguration mit |V|=n.
Dann gilt:

min D(AG,)
aregé D(S)

< b(G)

Das Alignment mit minimalen Kosten unter allen zu Graphen aus G“ kompatiblen
Alignments heifit optimales kompatibles Alignment zu G¢ .

5.2.1 Approximation mit k-Sternen

Mit Theorem 5.10 ergibt sich fiir das optimale kompatible Alignment zu einem £k -Stern

eine Fehlerabschétzung von 2 — % Fiir & = 2 ergibt sich Theorem 5.4. Ist k =3, so
gilt fiir eine gerade Anzahl Sequenzen, also einen 3-Stern mit 2-Clique eine Fehler-

abschiitzung von 2 — 2 + m (siehe Pevzner [18]).

Fiir eine gegebene Konfiguration, in dem die Gréfie der maximalen Cliquen durch eine
Konstante beschrankt ist, 148t sich ein kompatibles Alignment effizient berechnen.

Das Problem ist die grofle Menge der isomorphen Graphen zu einer Konfiguration,
die alle untersucht werden miissen. Fiir k£ = 2 sind nur n viele Félle zu untersuchen
(Gusfield [11, 12]), fiir £ =3 ist das Problem durch perfektes minimales Matching zu
16sen (siehe Gabow [7], Galil [8], Pevzner [18]).

Fiir £ = 4 entspricht das Finden des optimalen Graphen einem perfekten minimalen
3-dimensionalen Matching. Diese Problem ist AP -vollstéindig (siehe Garey, Johnson

[90)-

Es ist aber fiir die Fehlerabschéitzung nicht erforderlich, das optimale kompatible Align-
ment zu G zu finden. Ausreichend ist ein Alignment mit Kosten kleiner oder gleich
dem Durchschnitt der Kosten iiber alle kompatiblen Alignments zu Graphen aus G .
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5.2.2 Ausgewogene Mengen

Bafna et al. fithren dazu den Begriff der ausgewogenen Menge ein (in [4]: balanced set).

Definiere fiir einen k-Stern G' mit Knoten & und Zentrum S, € § die Gewichtsmatrix
CG = (Cij)?,jzl mit

n—(k—1)firi#jund i=coderj=c
(Cqlij=cj =4 1 fir 7, j # ¢ und S;, S; in der gleichen Clique
0 sonst

Fiir einen k-Stern G mit ¢-Clique €2 und Zentrum S, ist die Gewichtsmatrix definiert
durch:

n—(k—1)firi#j=cund S; ¢ Q oder umgekehrt
(Co)is = i = n—(q¢—1) fiiri #j =cund S; € Q oder umgekehrt
@i v 1 fiir ¢, j # c und S;, S; in der gleichen Clique
0 sonst

D(A, Cg) sind die gewichteten Kosten des Alignments A in Bezug auf G. Dann gilt
folgendes Lemma aus [4].

Lemma 5.11 (Bafna et al. [4])
Fiir jedes Alignment A von S und k -Stern oder k -Stern mit q -Cliqgue G mit Knoten
S gilt:

D(A) < D(A,Cg)

Bei dieser Abschitzung kommt die gleiche Idee zum Tragen wie beim Beweis der Feh-
lerschranken in Theorem 5.4 und 5.10:

Fiir zwei benachbarte Sequenzen, d. h. zwei Sequenzen aus einer Clique, werden direkt
die Kosten des optimalen Alignments genommen. Fiir zwei Sequenzen, die nicht in einer
Clique liegen, werden die Kosten mit Hilfe der Dreiecksungleichung iiber die Summe
der Kosten zur Sequenz im Zentrum abgeschitzt. Auf diese Weise ergeben sich die
oben aufgefiihrten Gewichte, da es genau n — (k — 1) Sequenzen fiir eine bestimmte
Sequenz S; gibt, die nicht in der gleichen Clique wie S; liegen. Das optimale Alignment
wird nach unten durch die Summe der Kosten der paarweise optimalen Alignments
abgeschétzt.

Definition 5.12 (Ausgewogene Menge)
Sei G eine Menge von k-Sternen oder k-Sternen mit q -Clique mit Knoten S. Gilt
fiir eine Konstante p € N

> (Ca)ii = { p fiiri #

0 sonst
Geg

so heiffit G ausgewogen mit Parameter p.
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Ein Beispiel fiir eine ausgewogene Menge ist die Menge aller zu einem k -Stern isomor-
phen Graphen mit Knoten S. Auch die Menge aller zu einem k-Stern mit ¢-Clique
isomorphen Graphen mit Knoten S ist ausgewogen. Fiir ausgewogene Mengen zeigen
Bafna et al. das folgende Lemma.

Lemma 5.13 (Bafna et al. [4])
Ist G eine ausgewogene Menge von k -Sternen oder k -Sternen mit q -Clique mit Pa-
rameter p, dann gilt:

. G ﬁ
min D(A”, Ca) < Gl D(S)

Die Menge G fiir eine Konfiguration G ist ausgewogen und es ergibt sich die Fehler-
abschitzung aus Theorem 5.10. Damit wére aber nichts gewonnen, da wiederum alle
k-Sterne betrachtet werden miifiten.

Die Aufgabe ist nun, moglichst kleine ausgewogene Mengen von k-Sternen zu finden.
Leider sind solche kleinen ausgewogenen Mengen nicht fiir alle n und k& leicht zu
finden.

5.3 Beschleunigung der 3-Stern-Methode

Pevzner stellt in [18] einen Algorithmus vor, der mit Hilfe von 3-Sternen und perfektem
minimalen Matching ein Alignment von n Sequenzen mit Fehlerschranke 2 — % , falls
n ungerade ist, und 2 — % + falls n gerade ist, berechnet. Die Laufzeit des

Algorithmus ist O(n®l® + n').

1
n(n—1)’

Ich werde diesen hier mit Hilfe ausgewogener Menge beschleunigen, so dafl sich eine
Laufzeit von O(n?l*) und eine garantierte Fehlerschranke von 2— 2 fiir eine ungerade
Anzahl n von Sequenzen und eine Laufzeit O(n3[®) und eine garantierte Fehlerschran-

ke von 2 — % + m fiir eine gerade Anzahl n von Sequenzen ergibt.

Im folgenden ist & = {Sp,...,S-1}-

5.3.1 Kleine ausgewogene Mengen von 3-Sternen

Die Beschleunigung der 3-Stern-Methode basiert auf der Konstruktion von kleinen
ausgewogenen Mengen.

Sei zunéchst n ungerade. Ich konstruiere eine Menge G, von 3-Sternen, bei der jede
Sequenz S; Zentrum von genau einem 3-Stern (; ist und jedes Paar von Sequenzen
Si, S in genau einem 3-Stern ¢ # 4, j in der gleichen Clique liegt.

Sei G, = {Gy,...,Gp_1} mit G. = (S,E.) und E. = E.U E”, wobei E. =
{{S., Si}|i # ¢} und E! = {{S;,S;}|i,j # cund i + j = 2¢ (mod n)}. G, ist ein

3-Stern mit Zentrum S, .
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2o 50,

Se o '\.,;% X ./'

Abbildung 5: Eine moglicher 3-Stern: G; aus G;. Die Kanten aus F| sind mit ge-
strichelten, die Kanten aus E} mit durchgezogenen Linien dargestellt.

Ein 3-Stern (. kann anschaulich dadurch konstruiert werden, dafl alle Sequenzen
So,...,5,_1 auf einem Kreis abgetragen werden, alle Sequenzen mit S. verbunden
werden und dann zwei Sequenzen verbunden werden, wenn sie den gleichen Abstand

zu S. haben (siehe Abb. 5).

Lemma 5.14
Sei n € N ungerade. Dann gibt es fir i,j € [0:n—1], i # j, genau ein ¢ € [0: n—1],
c#1,7, so dafl sich S; und S; in der gleichen Clique in G, befinden.

Beweis: Seien i,j € [0 : n — 1] beliebig gewihlt, i # j. Da 0 < i,j < n—1 gilt
i+iZi+j#j+j (modn). Esgibt also ein ¢ € [0: n — 1] mit é # 2i,2j mod n,
sodal ¢ =147 mod n.

Ist ¢ gerade, so wihle ¢ = g . Dann ist ¢ # ¢,7 und S;, S; befinden sich in G, in der
gleichen Clique.

Ist ¢ ungerade, so wihle ¢ = CJ“T" mod n. ¢ 4+ n ist gerade, da n ungerade ist. Es ist
wiederum ¢ # i, j. Wire o. E. i = ¢, dann wiirde 2i = 2¢ (mod n), also 2i =¢é¢+n

(mod n) und damit ¢ = 2i mod n gelten.

Es gibt also fiir jedes Paar von Sequenzen S;,S; ein ¢ # 1,7, so daB sich S;,S; in G,
in einer Clique befinden.

Zu zeigen bleibt noch die Eindeutigkeit.

Angenommen es gibt ¢,¢ € [0 : n — 1] mit ¢, ¢ # 4, j, so da sich S; und S; in G,
und G, in einer Clique befinden und ¢ # ¢.

Dann mufl nach Konstruktion der Graphen 2¢ = 2¢ (mod n) gelten. Da n ungerade
und somit teilerfremd zu 2 ist, folgt daraus ¢ = ¢. Dies ist ein Widerspruch zu ¢ # ¢.
[ |

Fiir zwei Sequenzen S;, S; gibt es also nach Konstruktion von G, jeweils genau einen
Graphen in G, mit S; als Zentrum, einen mit S; als Zentrum und einen, indem sich
Si, S; in der gleichen Clique befinden, aber nicht Zentrum sind.
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Abbildung 6: Eine méglicher 3-Stern mit 2-Clique: Goz aus Gg . Die Kanten aus FEj;,
sind mit gestrichelten, die Kanten aus E{; mit durchgezogenen Linien dargestellt.

Damit kann nun folgendes Theorem bewiesen werden:

Theorem 5.15
Ser n € N ungerade. Dann ist G, eine ausgewogene Menge von 3 -Sternen und es gilt:

min D(A%) < (2 - 5) D(A(S))

GEGn n

Beweis: Es gilt |G,| = n. Damit bleibt zu zeigen, dai G,, eine ausgewogene Menge
mit Parameter 2n — 3 ist. Dann gilt mit Lemma 5.11 und 5.13:

DIA(S) = (2 ) D))

n

5.11 513 9n — 3
. G < . G <
C{%IQI}ID(A ) < gélinD(A ,Ca) < 1G]

Sei C' = ZGGQn C(;, C = (Cij)Si,SjES . Es ist Ciy = 0. Fiir beheblge 1 7é] gllt

~—
Zentrum S;  Zentrum S;  S;,S; in gleicher Clique (5.14)

Gi= n—2 + n—2 + 1 =2n—-3
—— ——
G, ist also ausgewogen mit Parameter 2n — 3. |

Fiir eine gerade Anzahl von Sequenzen ist die Konstruktion einer ausgewogenen Menge
wegen der zusétzlichen 2-Clique schwieriger.

Sei nun n € N gerade. Ich konstruiere eine ausgewogene Menge G, = {G.|c,e € [0 :
n—1],c # e} von 3-Sternen mit 2-Clique. Dazu seien @, : [0: n—1]\{e} — [0: n—2]
bijektive Funktionen fiir e € [0 : n — 1] definiert durch

(z) = T firx<e
Yell) =Y p_1firz>e

Damit ist G, = (S, E.) und E. = E., U E!  wobei E. = {{S;,S.}|i # ¢} und

By, = {{Si, S;}i,j # ¢,e und ¢.(i) + ¢(j) = 2¢e(c) (mod n —1)}.
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Anschaulich ist G ein 3-Stern mit Zentrum S, und 2-Clique {S.,S.} (Abb. 6).
Die 3-Cliquen sind, nach auslassen von S, und “zusammenschieben” der restlichen
Sequenzen mit der Funktion ¢, , genauso konstruiert wie fiir eine ungerade Anzahl von
Sequenzen.

Zunichst eine Aussage iiber die Zusammensetzung von G, .

Lemma 5.16
Sei n € N gerade. Dann gibt es fir i,j € [0:n—1], i #j, genau n—2 Graphen in
Gn , so daff S;,S; in der gleichen Clique liegen und 1,5 # c.

Beweis: Zu zeigen ist, dafl es genau n —2 Paare c,e € [0:n—1], ¢ # e, gibt, so daf
c,e#i,j und @o(i) + () = 2¢e(c) (mod n).

Sei e € [0:n— 1]\ {i,j} beliebig gewihlt. Dann gibt es genau ein ¢ € [0 : n — 2] mit
©0e(i) + @e(j) = 2¢ (mod n— 1) und es gilt ¢.(i), pe(j) # ¢. Der Beweis ist analog zu
dem Beweis von Lemma 5.14.

Da ¢, bijektiv ist gibt es folglich genau ein ¢ € [0 : n — 1] mit ¢.(c) = é. Nach
Definition von ¢, ist ¢ # e. Wiirde ¢ = i oder ¢ = j gelten, so wiirde ¢ = (i)
oder ¢ = p.(j) sein. Es gilt also ¢ € [0:n — 1]\ {7,7,e} und @.(7) + pe(j) = 2¢¢(c)
(mod n — 1) . Nach Konstruktion der Graphen befinden sich S;, S; in G.. in der glei-
chen Clique. Da ¢, bijektiv ist und ¢ eindeutig bestimmt ist, ist auch ¢ eindeutig
bestimmt.

Es gibt also fiir jedes e € [0: n—1]\ {4,j} genau ein ¢ # i,j mit {S;,5;} € Ec. Aus
[[0:n—1]\{4,j}| =n—2 folgt die Behauptung. |

Theorem 5.17
Sei n € N gerade. Dann ist G, eine ausgewogene Menge von 3 -Sternen mit 2 -Clique
und es gilt:

mnmA%g<2—%+—J;—>mAwD

G€EGn n(n —1)

Beweis: Zu zeigen ist, dal G, eine ausgewogene Menge mit Parameter 2n? — 5n + 4
ist. Dann gilt mit Lemma 5.11 und 5.13 und |G,| = n(n —1):

) o ol ) a 513 9n2 — 5n + 4
min D(A%) < min D(A", Cg) < A D(A(S))

_ @—%+—;L—>mAw»

n(n —1)
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Sei C'= 3 cg. Ca, C=(cij)s;s;es - Bsist c;; = 0. Fiir beliebige 7 # j gilt:

Cij = n—2 + (n—=2)(n—-2) + n—1
—— \ , ——
Si, Sj in gleicher Clique (5.16)  §; Zentrum, S; in 3-Clique S; Zentrum, S; in 2-Clique
+ (n—2)(n—2) + n—1
N’ V. .
Sj Zentrum, S; in 3-Clique Sj Zentrum, S; in 2-Clique
= 2n° —5n+4
G, ist also ausgewogen mit Parameter 2n? — 5n + 4. |

5.3.2 Die Algorithmen

Mit den Theorem 5.15 ergibt sich der folgende Algorithmus fiir eine ungerade Anzahl
von Sequenzen:

Algorithmus 2 (3-Stern-Algorithmus fiir ungerade Anzahl Sequenzen)

Input: Sequenzen S = {Sy,...,S,_1}, n ungerade
Output: Alignment A* mit Kosten D*

c*€0:n—1] mit Do < D.Vee[0:n—1]
Konstruiere G aus G,
A*, D* = compatible_alignment(G+)

1: for c=0 ton—1 do

2: D.=0

33 for i,j€[0:n—1],i+j=c (mod n) do
4: Dc:DC+D(SZ',SJ',SC,1,TL—2,TL—2)
5. end for

6: end for

7

8:

9:

Theorem 5.18
Algorithmus 2 liefert fiir eine ungerade Anzahl n von Sequenzen ein Alignment mit
garantierter Fehlerschranke 2 — % und hat eine Laufzeit von O(n?1?).

Beweis: Die Fehlerschranke folgt direkt aus Theorem 5.15. Zu zeigen ist, dafl Algo-
rithmus 2 eine Laufzeit von O(n?l®) hat.

Die Schleifen von Zeile 1-6 werden O(n?) mal durchlaufen. Die Kosten eines optimalen

gewichteten Alignments von 3 Sequenzen zu berechnen ist in Zeit O(I*) mdoglich. Die
Zeilen 1-6 bendtigen Zeit O(n?[3).

Das Finden des Minimums in Zeile 7 gelingt in O(n). Der Graph (Zeile 7) kann in Zeit
O(nl) konstruiert werden.
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Um ein mit einem 3-Stern kompatibles Alignment zu konstruieren sind O(n) ge-
wichtete Alignments von 3 Sequenzen zu berechnen. Ein gewichtetes Alignment von 3
Sequenzen zu berechnen ist in Zeit O(I*) moglich. Alle Alignments kénnen also in Zeit
O(nl?) konstruiert werden.

Nach dem Berechnen der O(n) Alignments miissen fiir ein Alignment von 3 Sequenzen
in n—3 Sequenzen Gaps eingefiigt werden, um ein kompatibles Alignment zu erzeugen.
Es miissen maximal O(l) Gaps eingefiigt werden. Das Einfiigen der Gaps ist also in
Zeit O(n?l) moglich.

Aus diesen Uberlegungen folgt, da Algorithmus 2 eine Laufzeit von O(n?/*) hat. W

Desweiteren ergibt sich aus Theorem 5.17 ein Algorithmus fiir eine gerade Anzahl von
Sequenzen:

Algorithmus 3 (3-Stern-Algorithmus fiir gerade Anzahl Sequenzen)
Input: Sequenzen & = {Sp,...,S, 1}, n gerade
Output: Alignment A* mit Kosten D*

1: for c=0 to n—1 do

2: for ec[0:n—1]\{c} do

3: D, =0

4: for 7,7 € [0:n—1],0c(7) + ©e(j) = pe(c) (mod n) do
5: D. = D+ D(S;,Sj, Se, 1,n—2,n —2)

6: end for

7: Dee = Dee + (n— 1)D(S,, Se)

8: end for

9: end for

10: ¢*,e*€[0:n—1] mit ¢* #e* und Dper < Do Ve,e €[0:n—1],c#e
11: Konstruiere G~ aus G,

12: A*, D* = compatible_alignment(G e+ )

Theorem 5.19
Algorithmus 3 liefert fiir eine gerade Anzahl n von Sequenzen ein Alignment mit ga-
rantierter Fehlerschranke 2 — % + m und hat eine Laufzeit von O(n3l?) .

Beweis: Die Fehlerschranke folgt direkt aus Theorem 5.17. Zu zeigen ist, dafl Algo-
rithmus 3 eine Laufzeit von O(n?[®) hat.

Die Laufzeitabschitzung ist analog zum Beweis von Theorem 5.19. Lediglich werden,
statt O(n) 3-Sterne wie in Algorithmus 2, O(n?) 3-Sterne mit 2-Clique konstruiert.
Damit wird fiir die Zeilen 1-9 Zeit O(n?*l*) bendtigt.

Die Konstruktion des kompatiblen Alignments ist in der gleichen Zeit moglich wie bei
Algorithmus 2. Die zusitzliche 2-Clique fillt mit einem Aufwand von O(I?) nicht ins
Gewicht.
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Es ergibt sich also eine Laufzeit von O(n?*[?). |

5.4 Verallgemeinerung der Fehlerabschitzung

Die in den vorherigen Abschnitten vorgestellten Algorithmen setzen fiir die Fehler-
abschitzung die Dreiecksungleichung voraus. Gilt diese nicht, so wird keine Aussage
iiber den maximal mdglichen Fehler gemacht. Ich werde hier die Fehlerabschitzung auf
den Fall verallgemeinern, dafl die Dreiecksungleichung um einen konstanten Faktor s
verletzt ist.

Eine Kostenfunktion d erfiillt die s-Dreiecksungleichung, wenn d(z,z) < s-(d(x,y)+
d(y,z)) fir alle x,y,z € Ta.

Keine Kostenfunktion d kann die s-Dreiecksungleichung fiir s < 1 erfiillen, da in
diesem Fall d(z,y) < s- (d(z,z) +d(z,y)) = s-d(z,y) < d(z,y) gelten wiirde. Fiir
s =1 ergibt sich die “normale” Dreiecksungleichung.

Theorem 5.20 (Verallgemeinerung von Theorem 5.10)
Sei G = (V, E) eine Konfiguration mit |V| = |S| und d eine Kostenfunktion, die die
s -Dreiecksungleichung erfillt. Dann gilt:

. D(AY)
@regs D(S) < 5-0(G)

Beweis: Der Beweis ist &hnlich zu dem Beweis von Theorem 5.10 in Pevzner [18].

Sei G = (V, E) eine Konfiguration. Fiir v,w € V' ist yg(v,w) die Menge der Kanten
eines kiirzesten Weges in G von v nach w. Beachte, daf} in einer Konfiguration der
kiirzeste Weg zwischen zwei Knoten eindeutig bestimmt ist. Fiir e € E sei T'g(e) :=
H{va(v,w)le € yo(v,w)}| die Anzahl der kiirzesten Wege, die die Kante e enthalten.
Es gilt damit fiir die Verbindungskosten:

c(G)=2-) Tale) (5.1)

Ist A ein Alignment von & und G = (S, F) eine Konfiguration, dann ist

Fo(A):= Y Ta({S:5;}) D({SiS;}A) -

{Si,Sj}EE

Behauptung: Fiir ein beliebiges Alignment A von S, eine Konfiguration G = (S, F)
und eine Kostenfunktion d, die die s-Dreiecksungleichung erfiillt, gilt

D(A) < s - Fa(A) .
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Beweis: Aufgrund der Definitionen und durch Abschéitzen mit Hilfe der s-Dreiecksun-
gleichung ergibt sich:

D) = 3 DUS S }A)

1<i<j<n

Z Z SD({SraStHA)

1<i<j<n \ {Sr,St}€7G(S:,S;)

— % > DUS.SA

{Sr,St}EE 1<i<j<n
{Sr,St} €va(Si, S;)

= 5= Y Ta({SnS}) - DUS;, SiHA) = s Fa(A)

{Sr,S:}eE

IN

Fiir eine Konfiguration G = (V, E) mit |V| =n ist Il die Menge aller bijektiven Ab-
bildungen 7 :V — §. Sei G, = (S, E;) der Graph mit E, = {{r(v),7(w)}|{v,w} €
E} . Beachte, dafl damit G¢ = {G |7 € TI5}.

Unabhéingig von der gewihlten Kostenfunktion zeigt Pevzner in [18]: Sei A ein be-
liebiges Alignment und G = (V, E) eine Konfiguration. Dann gilt fiir eine beliebige
Kante {v,w} € F
2-1G°]
> D({r(v), m(w)}A) = ——==5D(A) . (5.2)

mellg n(n N 1)

Sei fiir G' € GY A(G") ein Alignment mit F (A(G")) < Fr(A) fiir alle Alignments
A von S. Desweiteren ist G* € G der Graph mit Fg.(A(G*)) < Far(A(G")) fiir alle
G' e g@.
Sei M die Anzahl der Graphen in G¢, die eine beliebige aber feste Kante e € E
enthalten. Beachte, daf§ aufgrund der Symmetrie

6% _ n(n—1)

M~ 2E| (5:3)

gilt. Definiere W = - > 50 FG(A(S)) . Dann gilt

W LS Faa@) >l r ).

Mit Gleichung (5.3) und der Behauptung ergibt sich

n(n —1) .
w > WD(A(G ) - (5.4)
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Andererseits gilt

W= ;4 ( > raf<{si,sj}>-D({si,sjms»)
)EGE

E {Si,S;}eE’
— ( Pa. ({m(v), m(w )})-D({ﬂ(v),ﬂ(w)}A(S))) :
{v,w}eFE
I'q

Es gilt Tg({v,w}) =
Gleichung (5.2) und (5.1) gllt

wo= 3 re({v,wn(Z D({w(v)m(w)}mw)))

,m(w)}) fiir {v,w} € E. Mit dieser Eigenschaft,

{vw}eE m€llg
1 | -
= W PAE) T Teltnu)
1 2|QG| c(@)
Mit Gleichung (5.3):
1 c(G)
W = G DIAS)
Aufgrund der Ungleichung (5.4) gilt
DIAG) _ cl6) e

Lemma 5.21 (Verallgemeinerung von Lemma 5.11)
Fiir jedes Alignment A von S, k-Stern oder k -Stern mit q-Clique G = (S, E) und
Kostenfunktion d, die die s-Dreiecksungleichung erfillt, gilt:

Beweis: Der Beweis ist &hnlich dem Beweis von Lemma 5.11 in Bafna et al. [4].

Sei S. das Zentrum von G und ¢(i) die GroBe der Clique, in der sich S;, i # ¢,
befindet. Da d die s-Dreiecksungleichung erfiillt, gilt fiir beliebige 7, 7,p d(aip, a;p) <
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s« (d(ap, acp) + d(aep, a;p)) . Damit ergibt sich fiir eine beliebige Spalte p € [1: L] die
Abschéatzung:

Z d(aip, azp)

1<i<j<n
< Z s - (d(aip, aep) + dlacp, ajp)) + Z s - d(aip, ajp)
1<i<j<n {Si,S;}eE
ésusj}%E J [\ J/
Si,S; in verschTedenen Cliquen Si,S; in dergﬂrichen Clique
= Y (—g)+1)-s-dapag)+ Y s-d(ap,az)
1<i<n,ize {5:,5;}eE
i,j#c
= Y (Ca)ij - s dlay, ajy)
1<i<j<n
Daraus folgt:
L
D(A) = Z d(aip, ajp) < Z (Ca)ij - s - d(aip, ajp) = s - D(A, Cg)
p=1 1<i<j<n 1<i<j<n

Lemma 5.13 gilt unabhéngig von der gewihlten Kostenfunktion (siehe Beweis in [4]).
Damit ergibt sich:

Theorem 5.22

Ist G eine ausgewogene Menge von k -Sternen oder k -Sternen mit q-Clique mit Pa-
rameter p und d eine Kostenfunktion, die die s-Dreiecksungleichung erfillt. Dann
qgilt:

. G p
rélelgD(A ) < 5@D(8)

Beweis: Das Theorem folgt direkt aus Lemma 5.21 und 5.13. |
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