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1ZusammenfassungMultiple Sequence Alignment ist ein wichtiges Problem in der molekularenGenetik. Dynamisches Programmieren dauert in der Praxis meist zu lange, an-dere (schnellere) Algorithmen zur Berechnung der optimalen L�osung sind bislangnicht bekannt.Gesucht sind also schnelle Approximations-Algorithmen mit garantierter Ap-proximationsg�ute. Es wird die k -Stern-Methode vorgestellt. F�ur diese werdenLaufzeitverbesserungen und Verallgemeinerungen gezeigt.F�ur den Fall, da� die Kostenfunktion variabel ist und die Dreiecksungleichungnicht erf�ullt sein mu�, wird ein alternativer Beweis f�ur die NP -Vollst�andigkeitdes korrespondierenden Entscheidungsproblems gegeben und die MAX�SNP -H�arte sowie eine untere Schranke f�ur die Approximationsg�ute bewiesen.
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1 EINF�UHRUNG 31 Einf�uhrungMultiple Sequence Alignment ist eine wichtige Aufgabe der Bioinformatik. Dabei stehenzwei Anwendungen im Vordergrund: zum einen das Finden gleicher oder �ahnlicherRegionen in DNA-, RNA- oder Aminos�auresequenzen, zum anderen die Konstruktionphylogenetischer B�aume anhand der genetischen Informationen der Lebewesen.Leider sind keine e�zienten Algorithmen zur Berechnung eines optimalen Alignmentseiner variablen Anzahl von Sequenzen bekannt. Viele verschiedene Ans�atze zur Kon-struktion eines m�oglichst guten Alignments wurden bereits ver�o�entlicht (Altschul, Lip-man [1], Feng, Doolittle [6], Gotoh [10], Vingron, von H�aseler [19]). Eine ausf�uhrlicheAu
istung w�urde den Rahmen an dieser Stelle sprengen. F�ur eine �Ubersicht empfehleich Gus�eld [12] und Waterman [22].Viele der vorgestellten Methoden versuchen ein Alignment zu konstruieren, das einegegebene Kostenfunktion optimiert. Bisher hat sich aber kein Ma� zur Bewertung vonAlignments durchsetzen k�onnen. Es gibt sogar Ans�atze, die ganz auf eine Bewertungder konstruierten Alignments verzichten.Ich werde hier die sogenannten SP-Kosten (sum of pair-Kosten, siehe Carrillo [5]) zurBewertung der Alignments verwenden.Kapitel 3 hat zum Inhalt, da� eine Greedy-Strategie mittels dynamischen Program-mierens im Allgemeinen kein optimales Alignment liefert. In Kapitel 4 zeige ich dieNP -Vollst�andigkeit f�ur die Berechnung eines optimalen Alignments sowie eine untereSchranke f�ur die Approximierbarkeit. Kapitel 5 besch�aftigt sich mit der Approximationdes optimalen Alignments.Ich werde hier nur eigene S�atze beweisen. Bei Ergebnissen von Anderen verweise ichf�ur den Beweis auf die Literatur.



2 NOTATIONEN UND DEFINITIONEN 42 Notationen und De�nitionenSei � ein Alphabet, dann bezeichnet �� := � [ f�g mit � =2 � . � hei�t Gap. �bezeichnet das leere Wort.Mit [i : j] wird die Menge fn 2 N ji � n � jg bezeichnet. Ist x ein Vektor, so sindx1; : : : ; xn die einzelnen Elemente von x , d. h. x = (x1; : : : ; xn) .Im folgenden ist S eine Menge von Sequenzen S1; : : : ; Sn �uber dem Alphabet � .Si hat die L�ange li und es gilt Si = si1 : : : sili . Dabei ist ein mehrfaches Auftretengleicher Sequenzen erlaubt. M sei die Menge aller endlichen Mengen von Sequenzen.Die De�nitionen 2.1,2.2 und 2.4 sind im wesentlichen aus Pevzner [18] �ubernommen.De�nition 2.1 (Alignment-Graph)Der Alignment-Graph G=(V,E) von S ist ein gerichteter azyklischer Graph und de�-niert durch V = fv 2 Nn jvi 2 [0 : li]gund E = f(v; w) 2 V 2j0 � wi � vi � 1 8i 2 [1 : n] und v 6= wg :In einem Alignment-Graph repr�asentiert eine Kante e = (v; w) ein n -Tupel f(e) aus�n� mit f(e)i := � siwi falls vi < wi� falls vi = wi :Ein Pfad (e1; : : : ; eL) von der Quelle (0; : : : ; 0) zur Senke (l1; : : : ; ln) des Alignment-Graphen kann als n� L -Matrix aufgefa�t werden. Dabei ist der Eintrag in der i -tenZeile und der j -ten Spalte gerade f(ej)i .De�nition 2.2 (Alignment)Sei (e1; : : : ; eL) ein Weg von der Quelle zur Senke in dem Alignment-Graphen von S .Dann hei�t A = fA1; : : : ; Ang mit Ai = f(e1)i : : : f(eL)i Alignment von S .Beispiel 2.3Sei S1 = AT , S2 = ACA und S3 = T . In Abb. 2 ist der zugeh�orige Alignmentgraphabgebildet. Es sind nicht alle Kanten eingezeichnet, um den Graph �ubersichtlich zuhalten.Der eingezeichnete Pfad steht f�ur das AlignmentA := 0@AT�ACA�T�1A
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Abbildung 1: Der Alignmentgraph f�ur die Sequenzen AT; ACA; TA steht, wenn nicht anders angegeben, f�ur ein Alignment fA1; : : : ; Ang der Sequenzenaus S . Dabei haben alle Ai ( i = 1; : : : ; n ) die L�ange L und es gilt Ai = ai1 : : : aiL . aijist durch einen Pfad (e1; : : : ; eL) durch den Alignment-Graphen gegeben, aij = f(ej)i .De�nition 2.4 (Kosten, optimales Alignment)Eine Kostenfunktion ist eine Funktion d : �2� ! N mit d(x; x) = 0 f�ur alle x 2 �� .Die SP-Kosten (SP: sum of pairs) Dd(A) eines Alignments A = (A1; : : : ; An) , wobeiL die L�ange der Ai ( i = 1; : : : ; n ) ist, sind de�niert durchDd(A) = X1�i<j�n LXp=1 d(aip; ajp) :F�ur eine Menge von Sequenzen S bezeichnet Ad(S) ein optimales Alignment vonS bez�uglich der Kostenfunktion d , das hei�t es gilt Dd(Ad(S)) � Dd(A) f�ur alleAlignments A von S .Die gewichteten Kosten eines Alignments f�ur eine Gewichtsmatrix C = (cij)ni;j=1 sindde�niert durch Dd(A; C) = X1�i<j�n LXp=1 cijd(aip; ajp)mit cij � 0 .F�ur Sequenzen S und Gewichtsmatrix C bezeichnet Ad(S; C) ein optimales gewich-tetes Alignment, das hei�t Dd(Ad(S; C); C) � Dd(A; C) f�ur alle Alignments A vonS .Die Aufgabe ist nun, einen Algorithmus zu �nden, um f�ur eine gegebene Menge vonSequenzen ein optimales Alignment zu berechnen. Dieses ist im Allgemeinen nichteindeutig bestimmt.



2 NOTATIONEN UND DEFINITIONEN 6Beispiel 2.5Sei d eine Kostenfunktion mit d(x; y) = 1 f�ur x 6= y . Die paarweisen Kosten sinddann: 2 
3 
 AT�ACA�T� � 1Damit ist D(A) = 6 . Aber auch das Alignment0@A�TA CA��T1Ahat Kosten 6. Alignments mit geringeren Kosten sind nicht m�oglich. Es gibt also meh-rere optimale Alignments.Ich werde nur SP-Kosten betrachten. Es sind aber auch andere Bewertungen derAlignments m�oglich. Eine Verallgemeinerung der SP-Kosten sind Funktion der Formd : �n� ! N , wobei nicht nur Paare von Zeichen, sondern eine ganze Spalte einesAlignments bewertet wird.Im folgenden werde ich statt Dd und Ad(S) auch D und A(S) schreiben, wenn klarist, auf welche Kostenfunktion d sich D bzw. A(S) bezieht. Statt D(A(S)) schreibeich auch D(S) .D(Si; Sj) bzw. D(Si; Sj; Sk) bezeichnen die Kosten eines optimalen Alignments derzwei bzw. drei Sequenzen. D(Si; Sj; Sk; C) sind die Kosten eines optimalen gewichte-ten Alignments der drei Sequenzen mit Gewichten aus C .F�ur eine Teilmenge S von S bezeichne mit D(SjA) die Kosten des Alignments, dassich durch Einschr�anken eines Alignments A von S auf Sequenzen aus S ergibt.Dieses Alignment hei�t das durch S induzierte Alignment von S . O�ensichtlich istD(S) � D(SjA) . A hei�t S -konsistent, falls D(S) = D(SjA) .Beispiel 2.6Betrachte wieder das Alignment aus Beispiel 2.3. Dann sind D(fS1; S3gjA) = 1 dieKosten des Alignments A13 = �AT��T�� :In A13 taucht eine reine Gap-Spalte auf. Streng genommen ist A13 also kein Align-ment, da dieser Fall in der De�nition nicht enthalten ist. Eine reine Gap-Spalte w�urdeeiner Schlinge im Alignment-Graphen entsprechen. Aufgrund der Bedingung d(x; x) =



2 NOTATIONEN UND DEFINITIONEN 70 erzeugen Gap-Spalten aber keine zus�atzlichen Kosten, k�onnen also toleriert werden.Aus den oben genannten De�nitionen ergibt sich f�ur Komplexit�atsuntersuchungen dasfolgende Entscheidungsproblem.De�nition 2.7 (MSA )Sei S eine Menge von Sequenzen �uber einem gegebenen Alphabet � , k 2 N eineKonstante und d eine Kostenfunktion. Dann istMSA := f(S; d; k)jDd(Ad(S)) � kgDesweiteren wird die folgende Funktion ben�otigt.De�nition 2.8 (MIN�MSA )MIN�MSA ist das Optimierungsproblem zu einer Menge von Sequenzen und einerKostenfunktion die Kosten eines optimalen Alignments zu berechnen.



3 DYNAMISCHES PROGRAMMIEREN 83 Dynamisches ProgrammierenDie �ubliche Methode zum Berechnen eines Alignments von n Sequenzen ist dynami-sches Programmieren in n Dimensionen. Dabei wird die Methode, den Editierabstandzwischen zwei Sequenzen zu bestimmen, einfach auf h�ohere Dimensionen �ubertragen.F�ur eine genaue Beschreibung des Verfahrens empfehle ich Gus�eld [12] und Waterman[22]. F�ur die Grundlagen dynamischer Programmierung von zwei Seqzenzen empfehleich Ottmann, Widmayer [16].Der Nachteil des Verfahrens ist, da� sich f�ur n Sequenzen der L�ange l eine Laufzeitvon O(2nln) ergibt. F�ur eine konstante Anzahl Sequenzen ist die Laufzeit polynomiellin der L�ange l der Sequenzen, wobei der Exponent die Anzahl der Sequenzen ist. Dasmacht diese Methode nur f�ur kleine Anzahl von Sequenzen praktikabel.Das folgende erste Theorem sagt aus, da� eine Greedy-Strategie im Allgemeinen nichtzu einem optimalen Alignment f�uhrt.Dazu verwende ich Alignments von Gruppen von Sequenzen (siehe Gotoh [10]). Da-bei wird in einer Dimension der Editiermatrix nicht eine einzelne Sequenz abgetragen,sondern ein bereits berechnetes Alignment A von mehreren Sequenzen S . Das be-reits berechnete Alignment wird nicht mehr ver�andert. Lediglich komplette � -Spaltend�urfen eingef�ugt werden. Das so entstehende gesamte Alignment A ist im Allgemei-nen nicht optimal. Es gilt aber D(A) = D(SjA) und damit ist A S -konsistent, fallsD(A) = D(S) erf�ullt ist, also A ein optimales Alignment f�ur S ist.Ich schr�anke die Kostenfunktionen in Theorem 3.1 stark ein. Man kann aber davonausgehen, da� durch allgemeinere Kostenfunktionen die Berechnung eines optimalenAlignments nicht einfacher wird.Theorem 3.1Seien g;m > 0 und k 2 N , k � 4 mit m > g � 2k+1 und m < 2 � g gegeben. Fernersei � ein Alphabet mit j�j � 4 . d sei eine Kostenfunktion und gegeben durchd(x; y) = 8<: 0 falls x = y ;m falls x 6= y und x; y 6= � ;g sonst :d erf�ullt die Dreiecksungleichung.Dann gibt es n + k Sequenzen S1; : : : ; Sn+k �uber � mit folgender Eigenschaft: Wirdzun�achst das optimale Alignment von n beliebigen Sequenzen berechnet und danach,unter Beibehaltung des berechneten optimalen Alignments, das optimale Alignment dern Sequenzen mit den restlichen k Sequenzen berechnet, so ist das resultierende Align-ment nicht optimal bzgl. d .



3 DYNAMISCHES PROGRAMMIEREN 9Beweis: Sei � := fa; b; c; dg . Numeriere alle k -elementigen Teilmengen von [1 : n+k]mit 1; 2; : : : ; p durch, p = �n+ kk � . Bezeichne mit Tj die j -te Teilmenge.Erstelle Sequenzen S1; : : : ; Sn+k wie folgt:Si = FMi1FMi2F : : : FMipFmit F = d(ccd)n+k undMij = 8>><>>: ab falls i 2 Tjb falls i = min([1 : n + k] n Tj)a falls i = max([1 : n + k] n Tj)� sonstNach Konstruktion der Sequenzen kann man nun aus Symmetriegr�unden ohne Ein-schr�ankung zun�achst das Alignment von S1; : : : ; Sn berechnen. Sei Tj0 = [n+1 : n+k] .Dann ist nach Konstruktion Mij0 2 fa; b;�g f�ur alle i 2 [1 : n] und Mij0 = ab f�uri � n+ 1 .Bedingt durch die in jeder Sequenz gleich h�au�g auftretenden Teilsequenzen F m�ussenbei einem optimalen Alignment einer beliebigen Teilmenge von Sequenzen diese F -Teilst�ucke exakt untereinander ausgerichtet sein. Die Kosten des Alignment ergebensich daher nur aus dem Aufeinandertre�en von a , b und � .Da die Kosten f�ur ab nach Wahl der Kostenfunktion g�unstiger sind als f�ur � ab� siehtdie Spalte j0 des entstanden Alignments wie folgt aus:b�...�9>=>; (n� 2) malaWird nun das Alignment mit den restlichen k Sequenzen berechnet (durch ein k+ 1 -dimensionales Alignment, bei dem in einer Dimension das bereits berechnete Alignmentsteht), so entsteht einer der beiden folgenden F�alle in der Spalte j0 :� b��...�� 9>=>; (n� 2) mal� aa b...a b 9>=>; k mal oder b ���...�� 9>=>; (n� 2) mala �a b...a b 9>=>; k malBeide M�oglichkeiten haben identische Kosten. Daher betrachte ich o. E. die linke



3 DYNAMISCHES PROGRAMMIEREN 10M�oglichkeit A1 . Die Kosten f�ur diese Spalte berechnen sich wie folgt:D(A1) = nkg|{z}linke Spalte+(k + 1)m + (n� 2)(k + 2)g| {z }rechte Spalte= (k + 1)m+ [(2n� 2)k + (2n� 4)] g= 2(n� 1)(k + 1)gEin optimales Alignment h�atte aber stattdessen folgende Spalte A2 :a�� b��...�� 9>=>; (n� 2) mala b...a b 9>=>; k malmit Kosten D(A2) = (k + 1)(n� 1)g| {z }linke Seite +(k + 1)(n� 1)g| {z }rechte Seite= [2(n� 1)k + 2(n� 1)] gEs gilt n�amlich: D(A1) > D(A2), (k + 1)m+ [(2n� 2)k + (2n� 4)] g > [2(n� 1)k + 2(n� 1)] g, (k + 1)m� 2g > 0, m > 2k + 1gNach Voraussetzung ist m > 2k+1g , daher gilt die Behauptung. �Der Fall m = 2g wird hier nicht betrachtet, da in diesem Fall die Kosten f�ur � ab� undab gleich w�aren. �Uber die in obigem Beweis betrachtete Spalte j0 k�onnte in diesem Fallkeine Aussage gemacht werden.



4 KOMPLEXIT�AT UND APPROXIMATIONSH�ARTE 114 Komplexit�at und Approximationsh�arteF�ur einige mit MSA verwandte Probleme wurde NP -Vollst�andigkeit bereits nachge-wiesen.Beim Multiple Sequence Tree Alignment geht es darum, zu einer gegebenen Mengevon Sequenzen neue Sequenzen so hinzuzuf�ugen, da� der minimal spannende Baum desvollst�andigen Graphen mit den Sequenzen als Knoten und den Kosten des paarweisenAlignments der adjazenten Sequenzen als Kantengewichte minimale Kosten hat. F�urdieses Problem wurde NP -Vollst�andigkeit und MAX�SNP -H�arte nachgewiesen(siehe Wang,Jiang [20] und Wareham [21]).Ebenfalls wurde NP -Vollst�andigkeit f�ur Multiple Sequence Alignment mit Kosten-funktionen der Form d : �n� ! N nachgewiesen (siehe Maier [15] und Pevzner [18]).In [20] beweisen Wang und Jiang die NP -Vollst�andigkeit f�ur Multiple Sequence Align-ment mit SP-Kosten durch Reduktion von Shortest Common Superstring, wobei dieKostenfunktion d die Dreiecksungleichung erf�ullt.Ich werde zeigen, da� MSA NP -vollst�andig ist, wenn die Dreiecksungleichung nichterf�ullt sein mu�. In Abschnitt 4.2 werde ich dann die in Abschnitt 4.1 benutzte Re-duktion dazu verwenden, um MAX�SNP -H�arte und eine untere Schranke f�ur dieApproximierbarkeit von MSA nachzuweisen.4.1 NP -Vollst�andigkeit von MSAZum Beweis der NP -Vollst�andigkeit werde ich 1�2; 3SAT auf MSA reduzieren.1�2; 3SAT ist die Menge aller Booleschen Formeln F in konjunktiver Normalform,deren Klauseln aus 2 oder 3 positiven Literalen bestehen, und es eine Belegung derVariablen gibt, so da� jede Klausel durch genau ein Literal erf�ullt wird. Eine Klausel,die durch genau ein Literal erf�ullt wird, nenne ich eindeutig erf�ullt.1�3SAT ist die Teilmenge von 1� 2; 3SAT , in der jede Klausel genau 3 Literaleenth�alt. 1�3SAT ist nach Garey, Johnson [9] NP -vollst�andig. 1�3SAT ist einTeilproblem von 1�2; 3SAT und o�ensichtlich ist 1�2; 3SAT auch in NP , daher istauch 1�2; 3SAT NP -vollst�andig.Theorem 4.1MSA ist NP -vollst�andig f�ur j�j � 9 .Beweis: Ich werde zeigen: 1�2; 3SAT �pol MSA .Sei F = F1 ^ : : :^ Fr eine Formel in konjunktiver Normalform bestehend aus jF j = rKlauseln, wobei alle Fj 2 oder 3 Literale enthalten, die alle nichtnegiert sind. Seien



4 KOMPLEXIT�AT UND APPROXIMATIONSH�ARTE 12� p p a b c d f 1 0� 0 0 13r 13r 13r 13r 13r 13r 13r 13rp 0 0 0 13r 13r 13r 13r 13r 13r 13rp 13r 0 0 0 0 0 0 0 0 0a 13r 13r 0 0 3 3 3 0 1 1b 13r 13r 0 3 0 3 3 0 1 1c 13r 13r 0 3 3 0 3 0 1 1d 13r 13r 0 3 3 3 0 0 1 1f 13r 13r 0 0 0 0 0 0 0 01 13r 13r 0 1 1 1 1 0 0 00 13r 13r 0 1 1 1 1 0 0 0Abbildung 2: Die Kostenfunktion dF f�ur eine Formel F mit r Klauselnx1; : : : ; xn die in F vorkommenden Variablen. Erstelle n+1 Sequenzen S1; : : : ; Sn; C�uber dem Alphabet � := fa; b; c; d; f; p; p; 1; 0g .Si = ppXi1ppXi2pp : : : ppXirppf�ur alle i = 1; : : : ; n . O. E. seien F1; : : : ; Fm die Klauseln mit jeweils 3 Literalen undFm+1; : : : ; Fr die Klauseln mit je 2 Literale. Dann ist f�ur 1 � j � mXij = 8>><>>: a10 falls xi das erste Literal in Fj istb10 falls xi das zweite Literal in Fj istc10 falls xi das dritte Literal in Fj istfff sonstund f�ur m + 1 � i � rXij = 8<: aaffaaaffa falls xi das erste Literal in Fj ist11fbbbbbf1 falls xi das zweite Literal in Fj istffffffffff sonst :Desweiteren istC = ppp d0pppd0ppp : : : pppd0| {z }m mal d0 ppp fffffffffppp : : : pppfffffffff| {z }(r�m) mal f9 ppp= ppp(d0ppp)m�1 d0(pppf9)r�mppp :Sei SF = fS1; : : : ; Sr; Cg . Die Kostenfunktion dF ist in Abbildung 2 dargestellt.De�nition 4.2 (variablen-konsistentes Alignment)Ein Alignment A = fĈ; Ŝ1; : : : ; Ŝng hei�t variablen-konsistent zu einer Belegung�1; : : : ; �n der Variablen x1; : : : ; xn wenn1. Ĉ = C ,



4 KOMPLEXIT�AT UND APPROXIMATIONSH�ARTE 132. Ŝi = � Si� falls �i = false ;�Si falls �i = true :Zun�acht ein Beispiel zur Verdeutlichung der Konstruktion.Beispiel 4.3Sei F = (x1 _ x2 _ x3) ^ (x1 _ x3 _ x4) ^ (x2 _ x4x5) ^ (x1 _ x3) . Daraus ergeben sichfolgende Sequenzen: S1 = ppa10ppa10ppfffppaaffaaaffappS2 = ppb10ppfffppa10ppffffffffffppS3 = ppc10ppb10ppfffpp11fbbbbbf1ppS4 = ppfffppc10ppb10ppffffffffffppS5 = ppfffppfffppc10ppffffffffffppC = pppd0pppd0pppd0pppfffffffffpppW�ahle x1 = x5 = 1 und x2 = x3 = x4 = 0 . Bei dieser Belegung sind alle Klauselneindeutig erf�ullt. Das zu dieser Belegung geh�orende variablen-konsistente AlignmentŜ1 : �ppa10ppa10ppfffppaaffaaaffap pŜ2 : ppb10ppfffppa10ppffffffffffpp�Ŝ3 : ppc10ppb10ppfffpp11fbbbbbf1pp�Ŝ4 : ppfffppc10ppb10ppffffffffffpp�Ŝ5 : �ppfffppfffppc10ppffffffffffp pĈ : pppd0pppd0pppd0pppfffffffffpp phat Kosten 40, jeweils 10 pro Klausel.Behauptung 1: Es gibt ein optimales Alignment, das variablen-konsistent ist.Beweis: Man sieht (siehe auch Beispiel 4.3), da� es ein Alignment A von SF mitD(A) � 12r gibt. Dies ist gerade dann der Fall, wenn in A variablen-konsistent zueiner beliebigen Belegung ist.Da D(A) � 12r k�onnen Gaps nur in Spalten auftreten, wo sich au�erdem nur pbe�nden. Ansonsten w�urden sich aufgrund der gew�ahlten Kostenfunktion sofort Kosten� 13r ergeben. Daher k�onnen Gaps nur vorne oder hinten in einer Sequenz eingef�ugtwerden.Sei Ŝi die aus Si entstandene Sequenz in A , Ŝ0 die aus C entstandene Sequenz inA . Jede Sequenz Ŝi aus A hat also ein Pr�a�x der Form �ji1p�ji2 f�ur ji1; ji2 2 N .Konstruiere ein Alignment A0 wie folgt:1. Ersetze f�ur jedes i den Pr�a�x von Ŝi durch �ji1+ji2p .



4 KOMPLEXIT�AT UND APPROXIMATIONSH�ARTE 142. Entferne alle reinen � -Spalten.In dem so konstruierten Alignment hat jedes Ŝi , i � 1 , maximal ein f�uhrendes Gap.Ŝ0 hat kein f�uhrendes Gap. Es gilt au�erdem D(A0) � D(A) . Verfahre analog mit denPost�xen. Daraus folgt die Behauptung.Behauptung 2: D(SF ) = 12r�2k , wobei k die maximale Anzahl gleichzeitig eindeutigerf�ullbarer Klauseln von F ist.Beweis: Nach Behauptung 1 gen�ugt es variablen-konsistente Alignments zu betrachten.Da d(p; x) = 0 f�ur alle x 6= � und d(p; x) = 0 f�ur alle x 6= �; p gen�ugt es, die Kostenf�ur einzelne Klauseln anhand der Xij der beteiligten Variablen zu ermitteln.Es bleibt noch zu zeigen, da� eine erf�ullte Klausel Kosten 10 und eine nicht erf�ullteKlausel Kosten 12 hat. Betrachtet man die repr�asentierenden Spalten f�ur eine Klauselmit 2 Literalen x und y , so ergeben sich diese zwei M�oglichkeiten (aus Symmetrie-gr�unden ist es ausreichend zwei der vier M�oglichkeiten zu betrachen):aaffaaaffa11fbbbbbf1x = y und aaffaaaffa11fbbbbbf1x 6= yIm linken Fall entstehen Kosten 12, beide Variablen haben den gleichen Wert, dieentsprechende Klausel ist also nicht eindeutig erf�ullt. Im rechten Fall entstehen Kosten10, die Variablen sind unterschiedlich belegt, die Klausel ist eindeutig erf�ullt.F�ur Klauseln mit 3 Literalen sind 4 F�alle zu betrachten (insgesamt sind es 8 F�alle,aufgrund der Symmetrie sind 4 F�alle ausreichend):a10b10c10d00� true a10b10c10d01� true a10b10c10d02� true a10b10c10d03� trueMan sieht, da� sich in allen F�allen bis auf 1� true Kosten 12 ergeben. In Fall 1� trueergeben sich Kosten 10, dies ist auch gerade der Fall, in dem eine Variablenbelegungdiese Klausel eindeutig erf�ullt.Es ergibt sich also:In F sind max. k von r Klauseln gleichzeitig eindeutig erf�ullbar, Es gibt ein optimales Alignment von SF mit Kosten 12r � 2kFolglich gilt: F 2 1�2; 3SAT , (SF ; 10 � jF j; dF ) 2 MSA



4 KOMPLEXIT�AT UND APPROXIMATIONSH�ARTE 15Die Reduktion l�a�t sich in polynomieller Zeit berechnen, MSA ist also NP -hart.Man kann nichtdeterministisch leicht �uberpr�ufen, ob (S; k; d) in MSA ist: Rate einem�ogliche Belegung der maximal n�nl gro�en Alignment-Matrix, �uberpr�ufe, ob dieseBelegung ein g�ultiges Alignment darstellt, und berechne die Kosten. Akzeptiere, wenndie Kosten kleiner oder gleich k sind. �Uberpr�ufung und Berechnung der Kosten ist de-terministisch in polynomieller Zeit m�oglich, raten nichtdeterministisch in polynomiellerZeit.Daraus folgt die Behauptung. �4.2 Nichtapproximierbarkeit von MSA4.2.1 Approximation von OptimierungsproblemenMSA ist als Sprache eingef�uhrt worden, es gibt also f�ur jede Eingabe nur die Ent-scheidung, ob sie in MSA ist oder nicht. Bei der Approximation eines Problems gehtes darum, eine L�osung zu �nden, die zwar nicht unbedingt optimal ist, aber h�ochstensum einen gewissen Faktor vom Optimum abweicht.Dazu mu� MSA zun�achst als Optimierungsproblem formuliert werden. Anstatt zu ei-ner Menge von Sequenzen und einer Zahl k zu fragen, ob ein Alignment mit h�ochstensKosten k existiert, kann man das Problem auch direkt als Funktion, und damit als Op-timierungsproblem, au�assen. Dazu betrachte ich die Funktion MIN�MSA (Def. 2.8),die eine Eingabe von Sequenzen und einer Kostenfunktion auf die Kosten des optima-len Alignments abbildet. In den folgenden Abschnitten werde ich untersuchen, wie gutMIN�MSA approximiert werden kann.F�ur eine Instanz I eines Optimierungsproblems Q seien OPT (I) die Kosten deroptimalen L�osung von I .De�nition 4.4 (Approximation)Sei Q ein Optimierungsproblem (Minimierung oder Maximierung) und � > 1 eineKonstante. Dann hei�t Q � -approximierbar, wenn es eine in polynomieller Zeit bere-chenbare Funktion f gibt, so da� f�ur jede Instanz I von Q gilt:1�OPT (I) � f(I) � � �OPT (I)Ist Q ein Maximierungsproblem, so gilt f(I) � OPT (I) . Es ist also nach einem � zusuchen, so da� OPT (I) � �f(I) . Analog ist f�ur ein Minimierungsproblem nach einem� zu suchen mit OPT (I) � ��1f(I) .Gibt es f�ur ein Optimierungsproblem Q f�ur jedes � > 1 einen polynomiellen � -approximierenden Algorithmus, so besitzt Q ein PTAS (polynomial time approxi-mation scheme, siehe [3]). Ich werde zeigen, da� es f�ur MIN �MSA kein PTASgibt.



4 KOMPLEXIT�AT UND APPROXIMATIONSH�ARTE 164.2.2 Die Klasse MAX�SNPPapadimitriou und Yannakakis f�uhrten in [17] die Klasse MAX�SNP ein. Unteranderem gibt es f�ur diese Klasse auch den Begri� der H�arte und Vollst�andigkeit. Diesesind �uber sogenannte L-Reduktionen de�niert.De�nition 4.5 (L-Reduktion [17])Seien P1 und P2 Optimierungsprobleme (Minimierungs- oder Maximierungsproble-me). Dann hei�t P1 L-reduzierbar auf P2 , wenn es zwei in polynomieller Zeit bere-chenbare Funktionen f; g und Konstanten � , � > 0 gibt, so da� f�ur jede Instanz I1von P1 gilt:1. f erzeugt eine Instanz f(I1) = I2 von P2 , so da� f�ur die Optima von I1 undI2 OPT (I2) � �OPT (I1) gilt.2. F�ur eine L�osung von I2 mit Kosten c2 erzeugt g eine L�osung von I1 mit Kostenc1 , so da� jc1 �OPT (I1)j � �jc2 � OPT (I2)jIst P1 L-reduzierbar auf P2 , so schreibe ich P1 �L P2 . L-Reduktionen sind transitiv(siehe [17]). Im Gegensatz zu many-one-Reduktionen, bei denen eine Sprache auf eineandere reduziert wird, wird bei L-Reduktionen ein Optimierungsproblem auf ein ande-res reduziert. Ist P1 �L P2 , so f�uhrt ein Approximationsalgorithmus f�ur P2 sofort zueinem Approximationsalgorithmus f�ur P1 .F�ur jedes MAX�SNP -vollst�andige Problem Q gibt es (siehe Arora [2]) zwei Kon-stanten �Q > �Q > 1 , so da� Q �Q -approximierbar ist und da� aus einer �Q -Approximation sofort P = NP folgen w�urde. Insbesondere kann es also unter derVoraussetzung P 6= NP kein PTAS f�ur Q geben.Ich werde in diesem Abschnitt die MAX�SNP -H�arte f�ur MIN�MSA zeigen.MAX�3SAT ist das Problem, zu einer Booleschen Formel F in 3CNF die maxi-male Anzahl von Klauseln zu �nden, die gleichzeitig erf�ullt werden k�onnen. Analog istMAX�1�2; 3SAT das Problem, zu einer Formel F in konjunktiver Normalform, dienur nichtnegierte Literale enth�alt und deren Klauseln aus entweder 2 oder 3 Literalenbestehen, die maximale Anzahl von Klauseln zu �nden, die gleichzeitig eindeutig erf�ulltwerden k�onnen.Nach [17] und Hochbaum [14] ist MAX�3SAT vollst�andig f�ur MAX�SNP .4.2.3 MAX�SNP -H�arte von MSAIch zeige zun�achst, da� MAX�1�2; 3SAT MAX�SNP -hart ist. F�ur die Untersuchungvon MIN�MSA ist aber nur die Reduktion von Interesse.



4 KOMPLEXIT�AT UND APPROXIMATIONSH�ARTE 17Lemma 4.6MAX�1�2; 3SAT ist MAX�SNP -hart.Beweis: Ich zeige MAX�3SAT �L MAX�1�2; 3SAT .Sei F = F1 ^ : : : ^ Fr eine Formel in 3CNF �uber den Variablen x1; : : : ; xn , Fj =x�j1j1 _ x�j2j2 _ x�j3j3 .Bilde daraus ~F wie folgt: F�uhre f�ur i = 1; : : : ; n die neuen Variablen bi1; bi2; bi3 einsowie f�ur j = 1; : : : ; r die neuen Variablen aj1; : : : ; aj6 . Ersetze xi durch x+i undx�i . Setze �ji = � + falls �ji = 1 (positives Literal);� falls �ji = 0 (negiertes Literal):Ersetze Fj durch: x�j1j1 _aj1_aj4x�j2j2 _aj2_aj4x�j3j3 _aj3 (1)aj1 _aj2_aj5aj3 _aj4_aa6sowie f�ur i=1,2,3: x+ji _x�ji _bji1x+ji _x�ji _bji2 (2)bji1_bji2_bji2Pro Auftreten der Variable xi in F be�ndet sich in ~F ein Block wie (2). Dadurchwird die konsistente Belegung der Variablen gesichert (x+i 6= x�i f�ur alle i = 1; : : : ; n ).Behauptung: In F sind maximal k Klauseln gleichzeitig erf�ullbar , In ~F sind ma-ximal 13r + k Klauseln gleichzeitig eindeutig erf�ullbar.Beweis: Man sieht, da� die konsistente �Ubertragung einer Belegung der xi , die in Fk Klauseln erf�ullt, auf x+i und x�i gerade 13r + k Klauseln erf�ullt.Es k�onnen in ~F auch immer mindestens 13r Klauseln erf�ullt werden k�onnen. Zuzeigen bleibt also, da�, wenn in ~F 13r + k Klauseln gleichzeitig eindeutig erf�ulltwerden k�onnen, es immer auch eine konsistente Belegung der x+i , x�i gibt, in der13r + k Klauseln eindeutig erf�ullt sind. Diese Belegung kann auf die xi �ubertragenwerden, so da� in F k Klauseln erf�ullt sind.



4 KOMPLEXIT�AT UND APPROXIMATIONSH�ARTE 18Angenommen es k�onnen 13r + k Klauseln gleichzeitig eindeutig erf�ullt werden undes gibt ein i0 mit x+i0 = x�i0 . Taucht xi0 in p Klauseln auf, dann sind wg. (2) pKlauseln nicht erf�ullt. Es k�onnen aber durch die Inkonsistenz maximal p Klauseln aus(1) zus�atzlich erf�ullt werden. Wird x+i , x�i konsistent belegt, so k�onnen also maximalp Klauseln aus (1) nicht mehr eindeutig erf�ullt werden, daf�ur sind aber die p nichteindeutig erf�ullten Klauseln aus (2) zus�atzlich erf�ullt. Auf diese Weise kann sukzessiveeine konsistente Belegung erzeugt werden, bei der mindestens 13r+ k gleichzeitig ein-deutig erf�ullt werden k�onnen.In jeder Formel in 3CNF ist mindestens die H�alfte aller Klauseln erf�ullbar. Sind beieiner beliebigen Belegung der Variablen weniger als die H�alfte der Klauseln erf�ullt, soinvertiere die Belegung. Dann sind mindestens die Klauseln erf�ullt, die vorher nichterf�ullt waren.W�ahle � = 28 und � = 1 . Dann gilt:OPT ( ~F ) � 14r = 28r2 � �OPT (F )Sei ~c das errechnete Resultat f�ur ~F , dann giltjc� OPT (F )j � �j~c� OPT ( ~F )jwobei sich c aus ~c = 13r + c ergibt, also c = ~c� 13r .)MAX�3SAT �L MAX�1�2; 3SAT)MAX�1�2; 3SAT ist MAX�SNP -hart. �Theorem 4.7MIN�MSA ist MAX�SNP -hart f�ur j�j � 9 .Beweis: Ich werde MAX�3SAT �L MIN�MSA zeigen. Dazu verwende die Re-duktionen aus Theorem 4.1 und Lemma 4.6. Aus technischen Gr�unden reduziere ichnicht direkt von MAX�1�2; 3SAT .Sei F eine Formel in 3CNF mit r Klauseln. Berechne dazu die zugeh�origen SequenzenS wie in Theorem 4.1 und Lemma 4.6. Sind in F k Klauseln erf�ullbar, so sind in dernach 4.6 berechneten Formel 13r+ k von 14r Klauseln eindeutig erf�ullbar und damitergeben sich f�ur ein optimales Alignment von S die KostenD(S) = 12(14r)� 2(13r + k) = 142r � 2k :Seien ~D eine L�osung, d. h. die Kosten eines Alignments, von S und ~c die daraus zuerrechnende L�osung, d. h. Anzahl gleichzeitig zu erf�ullender Klauseln, von F . Dabeigilt 142r � 2~c = ~D , also ~c = 71r + ~D2 .



4 KOMPLEXIT�AT UND APPROXIMATIONSH�ARTE 19W�ahle � = 284 und � = 12 , dann giltOPT (S) � 142r � 284r r2 � �OPT (F )und j~c� OPT (F )j = �����71r + ~D2 � �71r + OPT (S)2 ������� �j ~D � OPT (S)j :Es gilt also MAX�3SAT �L MIN �MSA . Da MAX�3SAT MAX�SNP -vollst�andig ist, ist folglich MIN�MSA MAX�SNP -hart. �Korollar 4.8Unter der Voraussetzung P 6= NP gibt es kein PTAS f�ur MIN�MSA .Beweis: Die Behauptung folgt aus der MAX�SNP -H�arte von MIN�MSA undder Aussage in Arora [2], da� kein MAX�SNP -hartes Problem ein PTAS besitzt,wenn P 6= NP ist. �4.2.4 Nichtapproximierbarkeitsschranke f�ur MSADa MIN�MSA MAX�SNP -hart ist mu� es eine Konstante 
 geben, so da� eine(
��) -Approximation f�ur beliebige � > 0 nicht m�oglich ist au�er es gilt P = NP . Indiesem Abschnitt zeige ich, da�, unter der Annahme P 6= NP , MIN�MSA nichtbesser approximiert werden kann als 561560 � 1:00178 . Daf�ur verwende ich die Aussageaus Hastad [13], da� aus einer � -Approximation f�ur MAX�3SAT mit � < 87 P = NPfolgen w�urde.Theorem 4.9Unter der Voraussetzung P 6= NP gibt es keine � -Approximation f�ur MIN�MSAf�ur beliebige � < 561560 .Beweis: Ich verwende die Reduktion aus Theorem 4.7. Angenommen es gibt einen � -approximativen Algorithmus f�ur MIN�MSA , � > 1 . Seien in einer Formel in 3CNFmit r Klauseln k Klauseln gleichzeitig erf�ullbar. Dann hat das zugeh�orige AlignmentKosten 142r�2k . Es gibt also einen Approximationsalgorithmus f�ur MIN�MSA , derein Alignment mit Kosten kleiner oder gleich � � (142r� 2k) . Da MAX�3SAT , unterder Annahme NP 6= P , keinen � -Approximationsalgorithmus f�ur � < 87 besitzt (siehe[13]), gibt es keinen Approximationsalgorithmus f�ur MAX�3SAT , der garantiert eine



4 KOMPLEXIT�AT UND APPROXIMATIONSH�ARTE 20Belegung der Variablen liefert, die mindestens 78k Klauseln simultan erf�ullt. Es giltalso folgende Ungleichung f�ur beliebige k 2 [0 : r] .(142r � 2k)� � 142r � 782k, � � 142r � 7k4142r � 2kF�ur k = r ergibt sich damit � � 561560Da MAX�3SAT nicht besser als 87 approximiert werden kann, gilt folglich � �142� 74140 = 561560 . G�abe es eine � -Approximation f�ur MIN�MSA mit � < 561560 , so w�urdediese eine � -Approximation f�ur MAX � 3SAT liefern mit � < 87 . Daraus w�urdeP = NP folgen. �



5 APPROXIMATIONSALGORITHMEN 215 ApproximationsalgorithmenThema dieses Kapitels sind schnelle Algorithmen zur Berechnung eines Alignments undAbsch�atzung des maximal m�oglichen Fehlers.Im folgenden sei f�ur die Kostenfunktion d die Dreiecksungleichung vorausgesetzt, d.h. d(x; z) � d(x; y) + d(y; z) f�ur alle x; y; z 2 �� .5.1 Die Center-Star-MethodeGrundlage dieses Abschnittes liefert das folgende Theorem. Darauf basiert die IdeeApproximationsalgorithmen mit Hilfe von k -Sternen zu konstruieren.Theorem 5.1 (Feng, Doolittle [6], Gus�eld [12])F�ur jede Menge von Sequenzen S und jeden Baum T = (S; E) gibt es ein AlignmentA , so da� f�ur alle fSi; Sjg 2 E gilt:D(fSi; SjgjA) = D(fSi; Sjg)Ein solches Alignment werde ich kompatibel zu T nennen.Beispiel 5.2Betrachte den Baum in Abb. 3. Mit der Kostenfunktion d(x; y) = 1 f�ur x 6= y ergebensich die folgenden paarweise optimalen Alignments:S1; S2 : �AGC ATAGC�T� S2; S3 : �AGCTATAT� S3; S4 : �ATAT�ATCTG� S3; S5 : �AT�ATATC AT�Links ist das daraus zu konstruierende zu dem Baum in Abb. 3 kompatible AlignmentAcomp , rechts das optimale Alignment Aopt der 5 Sequenzen dargestellt:Acomp = 0BBBB@AG�CAT�AG�C�T�AT�A�T�AT�C�TGATC A�T�
1CCCCA Aopt = 0BBBB@AGC A T�AGC�T�AT�A T�ATC�TGATC A T�

1CCCCAEs gilt D(Acomp) = 24 und D(Aopt) = 18 . Ein kompatibles Alignment ist also nichtunbedingt optimal. Andererseits ist D(fS2; S3gjAopt) = 3 und D(fS2; S3gjAcomp) =D(S2; S3) = 2 . Es kann also durchaus vorkommen, da� ein durch ein optimales Align-ment induziertes Alignment nicht optimal ist.In [11] und [12] beschreibt Gus�eld den sogenannten center-star-Algorithmus zur Be-rechnung eines Alignments mit garantierter Fehlerschranke. Ich werde sie hier vorstel-len, da sie die Grundidee f�ur weitere �Uberlegungen liefert. Es werden daf�ur sogenannte2 -Sterne ben�otigt (in [11]: center-star). Ich de�niere eine Verallgemeinerung, die soge-nannten k -Sterne, die in den weiteren Abschnitten gebraucht werden.
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Abbildung 3: Ein Baum mit Sequenzen als Knoten
Abbildung 4: Ein Graph G ( 3 -Stern mit 2 -Clique, links) und der daraus resultierendeGraph ~G (rechts). Zwei maximale Cliquen in G sind umrandet.De�nition 5.3 (k -Stern)Ein Graph G = (V;E) hei�t k -Stern, wenn sich V in paarweise disjunkte TeilmengenV1; : : : ; Vj; C zerlegen l�a�t mit1. jCj = 12. jVij = k � 1 f�ur alle i 2 [1 : j]3. E = E1 [ E2 [ : : : [ Ej , wobei Ei = ffv; wgjv 6= w und v; w 2 Vi [ Cg .G hei�t k -Stern mit q -Clique f�ur 2 � q � k�1 , wenn 1 und 3 gelten und jVjj = q�1 ,jVij = k � 1 f�ur i = 1; : : : ; j � 1 .Anschaulich hat ein k -Stern G ein Zentrum C mit einem Knoten, welcher in jederder j k -Cliquen (Vi [C;Ei) des Graphen enthalten ist. Abgesehen von dem Knotenaus C sind die Cliquen paarweise disjunkt.Es ist klar, da� ein k -Stern nur existiert, wenn jV j � 1 (mod k � 1) . Ist dies nichtder Fall, so wird eine zus�atzliche q -Clique mit den restlichen q � 1 Knoten angef�ugt,es entsteht ein k -Stern mit q -Clique. In Abb. 4 ist links ein 3 -Stern mit 2 -Cliquedargestellt.2 -Sterne existieren f�ur jede Anzahl Knoten, 3 -Sterne nur f�ur eine ungerade AnzahlKnoten. F�ur eine gerade Anzahl Knoten existiert aber immer ein 3 -Stern mit 2 -Clique.Basis f�ur den center-star-Algorithmus ist Theorem 5.4.



5 APPROXIMATIONSALGORITHMEN 23Theorem 5.4 (Gus�eld [11, 12])Sei Ac ein zu dem 2 -Stern mit Zentrum Sc kompatibles Alignment von S . Dann gilt:minc2[1:n] D(Ac)D(A(S)) � 2� 2nDie Funktion A; D = compatible alignment(G) liefert ein zu einem Graphen G kom-patibles Alignment A und dessen Kosten D . G ist dabei eine Kon�guration mitKnotenmenge S . B�aume und k -Sterne sind ein Spezialfall der Kon�gurationen. Kon-�gurationen werden in Abschnitt 5.2 ben�otigt (siehe Def. 5.7). 2 -Sterne sind auchB�aume.Aus Theorem 5.4 ergibt sich der folgende Algorithmus zur Berechnung eines Alignmentsvon n Sequenzen mit garantierter Fehlerschranke 2� 2n .Algorithmus 1 (center-star-Algorithmus)Input: Sequenzen S = fS1; : : : ; SngOutput: Alignment A? mit Kosten D?1: for i = 1 to n do fBerechne alle paarweisen Alignmentsg2: for j = 1 to n do3: Aij = A(Si; Sj)4: Dij = D(Aij)5: end for6: end for7: for j = 1 to n do8: Dj =Pni=1Dij9: end for10: c 2 [1 : n] mit Dc � Di 8i 2 [1 : n]11: Erstelle 2 -Stern Gc mit Knoten S , Mittelpunkt Sc12: A?; D? = compatible alignment(Gc)Algorithmus 1 hat eine Laufzeit von O(n2l2) . Der Beweis der Fehlerschranke beruhtim wesentlich auf den folgenden beiden Lemmata und Theorem 5.1.Lemma 5.5 (Gus�eld [11, 12])Erf�ullt die Kostenfunktion d die Dreiecksungleichung, so gilt f�ur beliebige SequenzenSi; Sj; Sk : D(Si; Sk) � D(Si; Sj) +D(Sj; Sk)Lemma 5.6 (Gus�eld [11, 12])Die Kosten eines optimalen Alignments von S sind mindestens so gro� wie die Summeder paarweise optimalen Alignments der einzelnen Sequenzen:D(S) � X1�i<j�nD(Si; Sj)



5 APPROXIMATIONSALGORITHMEN 245.2 Verallgemeinerung auf k -SterneIn diesem Abschnitt wird die 2 -Stern-Methode (Theorem 5.4) auf k -Sterne (Def. 5.3)verallgemeinert. Dazu f�uhrt Pevzner in [18] den Begri� der Kon�guration ein.De�nition 5.7 (Kon�guration)Sei V = [1 : n] und G = (V;E) ein Graph mit den maximalen Cliquen 
1; : : : ;
t .Sei W1 = [1 : t] und W2 = fvjv 2 
i\
j f�ur 1 � i < j � tg . De�niere einen Graphen~G = (W1 [W2; ~E) mit ~E = f(i; v)jv 2 
i \ 
x f�ur ein 
xg .Ist ~G ein Baum, so hei�t G Kon�guration.B�aume sind Kon�gurationen, die ausschlie�lich aus 2 -Cliquen bestehen. Bei k -Sternenund k -Sternen mit q -Clique handelt es sich ebenfalls um Kon�gurationen (sieheAbb. 4).Analog zu der De�nition eines kompatiblen Alignments f�ur einen Baum ist die Kom-patibilit�at eines Alignments zu einer Kon�guration G de�niert.De�nition 5.8 (Kompatibilit�at)Ein Alignment A von S hei�t kompatibel zu einer Kon�guration G = (S; E) , fallsf�ur alle maximalen Cliquen 
 � S von GD(
jA) = D(
)gilt.AG bezeichnet ein optimales zu einer Kon�guration G kompatibles Alignment.Die Existenz eines solchen Alignments ist eine direkte Verallgemeinerung von Theorem5.1.F�ur die Fehlerabsch�atzung wird der Begri� der Verbindungskosten (in [18]: communi-cation cost) ben�otigt.De�nition 5.9 (Verbindungskosten)Sei G = (V;E) ein Graph, dann sind die Verbindungskosten von Gc(G) := Xv;w2V l(v; w) ;wobei l(v,w) die Anzahl der Kanten des k�urzesten Weges zwischen v und w ist. DieL�ange eines Weges ist dabei die Anzahl der Kanten des Weges.b(G) := c(G)jV j(jV j � 1)sind die normalisierten Verbindungskosten von G .



5 APPROXIMATIONSALGORITHMEN 25F�ur den vollst�andigen Graphen Hn mit n Knoten gilt: c(Hn) = n(n�1) und b(Hn) =1 . F�ur jeden anderen Graphen mit n Knoten G 6= Hn gilt: b(G) > b(Hn) .Insbesondere gilt f�ur k -Sterne G mit n Knoten b(G) = 2� kn .GG bezeichnet die Menge aller zu einem Graphen G isomorphen Graphen mit Kno-tenmenge S .Unter allen zu Graphen aus GG kompatiblen Alignments erf�ullt dasjenige mit mini-malen Kosten die folgende Absch�atzung:Theorem 5.10 (Pevzner [18])Sei S eine Menge von n Sequenzen und G = (V;E) eine Kon�guration mit jV j = n .Dann gilt: minG02GG D(AG0)D(S) � b(G)Das Alignment mit minimalen Kosten unter allen zu Graphen aus GG kompatiblenAlignments hei�t optimales kompatibles Alignment zu GG .5.2.1 Approximation mit k -SternenMit Theorem 5.10 ergibt sich f�ur das optimale kompatible Alignment zu einem k -Sterneine Fehlerabsch�atzung von 2� kn . F�ur k = 2 ergibt sich Theorem 5.4. Ist k = 3 , sogilt f�ur eine gerade Anzahl Sequenzen, also einen 3 -Stern mit 2 -Clique eine Fehler-absch�atzung von 2� 3n + 1n(n�1) (siehe Pevzner [18]).F�ur eine gegebene Kon�guration, in dem die Gr�o�e der maximalen Cliquen durch eineKonstante beschr�ankt ist, l�a�t sich ein kompatibles Alignment e�zient berechnen.Das Problem ist die gro�e Menge der isomorphen Graphen zu einer Kon�guration,die alle untersucht werden m�ussen. F�ur k = 2 sind nur n viele F�alle zu untersuchen(Gus�eld [11, 12]), f�ur k = 3 ist das Problem durch perfektes minimales Matching zul�osen (siehe Gabow [7], Galil [8], Pevzner [18]).F�ur k = 4 entspricht das Finden des optimalen Graphen einem perfekten minimalen3-dimensionalen Matching. Diese Problem ist NP -vollst�andig (siehe Garey, Johnson[9]).Es ist aber f�ur die Fehlerabsch�atzung nicht erforderlich, das optimale kompatible Align-ment zu G zu �nden. Ausreichend ist ein Alignment mit Kosten kleiner oder gleichdem Durchschnitt der Kosten �uber alle kompatiblen Alignments zu Graphen aus G .



5 APPROXIMATIONSALGORITHMEN 265.2.2 Ausgewogene MengenBafna et al. f�uhren dazu den Begri� der ausgewogenen Menge ein (in [4]: balanced set).De�niere f�ur einen k -Stern G mit Knoten S und Zentrum Sc 2 S die GewichtsmatrixCG = (cij)ni;j=1 mit(CG)ij = cij := 8<: n� (k � 1) f�ur i 6= j und i = c oder j = c1 f�ur i; j 6= c und Si; Sj in der gleichen Clique0 sonst :F�ur einen k -Stern G mit q -Clique 
 und Zentrum Sc ist die Gewichtsmatrix de�niertdurch:(CG)ij = cij := 8>><>>: n� (k � 1) f�ur i 6= j = c und Si =2 
 oder umgekehrtn� (q � 1) f�ur i 6= j = c und Si 2 
 oder umgekehrt1 f�ur i; j 6= c und Si; Sj in der gleichen Clique0 sonst :D(A; CG) sind die gewichteten Kosten des Alignments A in Bezug auf G . Dann giltfolgendes Lemma aus [4].Lemma 5.11 (Bafna et al. [4])F�ur jedes Alignment A von S und k -Stern oder k -Stern mit q -Clique G mit KnotenS gilt: D(A) � D(A; CG)Bei dieser Absch�atzung kommt die gleiche Idee zum Tragen wie beim Beweis der Feh-lerschranken in Theorem 5.4 und 5.10:F�ur zwei benachbarte Sequenzen, d. h. zwei Sequenzen aus einer Clique, werden direktdie Kosten des optimalen Alignments genommen. F�ur zwei Sequenzen, die nicht in einerClique liegen, werden die Kosten mit Hilfe der Dreiecksungleichung �uber die Summeder Kosten zur Sequenz im Zentrum abgesch�atzt. Auf diese Weise ergeben sich dieoben aufgef�uhrten Gewichte, da es genau n � (k � 1) Sequenzen f�ur eine bestimmteSequenz Si gibt, die nicht in der gleichen Clique wie Si liegen. Das optimale Alignmentwird nach unten durch die Summe der Kosten der paarweise optimalen Alignmentsabgesch�atzt.De�nition 5.12 (Ausgewogene Menge)Sei G eine Menge von k -Sternen oder k -Sternen mit q -Clique mit Knoten S . Giltf�ur eine Konstante p 2 N XG2G(CG)ij = � p f�ur i 6= j0 sonstso hei�t G ausgewogen mit Parameter p .



5 APPROXIMATIONSALGORITHMEN 27Ein Beispiel f�ur eine ausgewogene Menge ist die Menge aller zu einem k -Stern isomor-phen Graphen mit Knoten S . Auch die Menge aller zu einem k -Stern mit q -Cliqueisomorphen Graphen mit Knoten S ist ausgewogen. F�ur ausgewogene Mengen zeigenBafna et al. das folgende Lemma.Lemma 5.13 (Bafna et al. [4])Ist G eine ausgewogene Menge von k -Sternen oder k -Sternen mit q -Clique mit Pa-rameter p , dann gilt: minG2G D(AG; CG) � pjGjD(S)Die Menge GG f�ur eine Kon�guration G ist ausgewogen und es ergibt sich die Fehler-absch�atzung aus Theorem 5.10. Damit w�are aber nichts gewonnen, da wiederum allek -Sterne betrachtet werden m�u�ten.Die Aufgabe ist nun, m�oglichst kleine ausgewogene Mengen von k -Sternen zu �nden.Leider sind solche kleinen ausgewogenen Mengen nicht f�ur alle n und k leicht zu�nden.5.3 Beschleunigung der 3 -Stern-MethodePevzner stellt in [18] einen Algorithmus vor, der mit Hilfe von 3 -Sternen und perfektemminimalen Matching ein Alignment von n Sequenzen mit Fehlerschranke 2� 3n , fallsn ungerade ist, und 2 � 3n + 1n(n�1) , falls n gerade ist, berechnet. Die Laufzeit desAlgorithmus ist O(n3l3 + n4) .Ich werde diesen hier mit Hilfe ausgewogener Menge beschleunigen, so da� sich eineLaufzeit von O(n2l3) und eine garantierte Fehlerschranke von 2� 3n f�ur eine ungeradeAnzahl n von Sequenzen und eine Laufzeit O(n3l3) und eine garantierte Fehlerschran-ke von 2� 3n + 1n(n�1) f�ur eine gerade Anzahl n von Sequenzen ergibt.Im folgenden ist S = fS0; : : : ; Sn�1g .5.3.1 Kleine ausgewogene Mengen von 3 -SternenDie Beschleunigung der 3 -Stern-Methode basiert auf der Konstruktion von kleinenausgewogenen Mengen.Sei zun�achst n ungerade. Ich konstruiere eine Menge Gn von 3 -Sternen, bei der jedeSequenz Si Zentrum von genau einem 3 -Stern Gi ist und jedes Paar von SequenzenSi; Sj in genau einem 3 -Stern c 6= i; j in der gleichen Clique liegt.Sei Gn = fG0; : : : ; Gn�1g mit Gc = (S; Ec) und Ec = E 0c [ E 00c , wobei E 0c =ffSc; Sigji 6= cg und E 00c = ffSi; Sjgji; j 6= c und i + j � 2c (mod n)g . Gc ist ein3 -Stern mit Zentrum Sc .
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Abbildung 5: Eine m�oglicher 3 -Stern: G1 aus G7 . Die Kanten aus E 01 sind mit ge-strichelten, die Kanten aus E 001 mit durchgezogenen Linien dargestellt.Ein 3 -Stern Gc kann anschaulich dadurch konstruiert werden, da� alle SequenzenS0; : : : ; Sn�1 auf einem Kreis abgetragen werden, alle Sequenzen mit Sc verbundenwerden und dann zwei Sequenzen verbunden werden, wenn sie den gleichen Abstandzu Sc haben (siehe Abb. 5).Lemma 5.14Sei n 2 N ungerade. Dann gibt es f�ur i; j 2 [0 : n�1] , i 6= j , genau ein c 2 [0 : n�1] ,c 6= i; j , so da� sich Si und Sj in der gleichen Clique in Gc be�nden.Beweis: Seien i; j 2 [0 : n � 1] beliebig gew�ahlt, i 6= j . Da 0 � i; j � n � 1 gilti + i 6� i + j 6� j + j (mod n) . Es gibt also ein ~c 2 [0 : n � 1] mit ~c 6= 2i; 2j mod n ,so da� ~c = i+ j mod n .Ist ~c gerade, so w�ahle c = ~c2 . Dann ist c 6= i; j und Si; Sj be�nden sich in Gc in dergleichen Clique.Ist ~c ungerade, so w�ahle c = ~c+n2 mod n . ~c + n ist gerade, da n ungerade ist. Es istwiederum c 6= i; j . W�are o. E. i = c , dann w�urde 2i � 2c (mod n) , also 2i � ~c + n(mod n) und damit ~c = 2i mod n gelten.Es gibt also f�ur jedes Paar von Sequenzen Si; Sj ein c 6= i; j , so da� sich Si; Sj in Gcin einer Clique be�nden.Zu zeigen bleibt noch die Eindeutigkeit.Angenommen es gibt c; ĉ 2 [0 : n � 1] mit c; ĉ 6= i; j , so da� sich Si und Sj in Gcund Gĉ in einer Clique be�nden und c 6= ĉ .Dann mu� nach Konstruktion der Graphen 2c � 2ĉ (mod n) gelten. Da n ungeradeund somit teilerfremd zu 2 ist, folgt daraus c = ĉ . Dies ist ein Widerspruch zu c 6= ĉ .�F�ur zwei Sequenzen Si; Sj gibt es also nach Konstruktion von Gn jeweils genau einenGraphen in Gn mit Si als Zentrum, einen mit Sj als Zentrum und einen, indem sichSi; Sj in der gleichen Clique be�nden, aber nicht Zentrum sind.
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S5Abbildung 6: Eine m�oglicher 3 -Stern mit 2 -Clique: G03 aus G8 . Die Kanten aus E 003sind mit gestrichelten, die Kanten aus E 0003 mit durchgezogenen Linien dargestellt.Damit kann nun folgendes Theorem bewiesen werden:Theorem 5.15Sei n 2 N ungerade. Dann ist Gn eine ausgewogene Menge von 3 -Sternen und es gilt:minG2GnD(AG) � �2� 3n�D(A(S))Beweis: Es gilt jGnj = n . Damit bleibt zu zeigen, da� Gn eine ausgewogene Mengemit Parameter 2n� 3 ist. Dann gilt mit Lemma 5.11 und 5.13:minG2GnD(AG) 5:11� minG2GnD(AG; CG) 5:13� 2n� 3jGnj D(A(S)) = �2� 3n�D(A(S))Sei C =PG2Gn CG , C = (cij)Si;Sj2S . Es ist cii = 0 . F�ur beliebige i 6= j gilt:cij = n� 2| {z }Zentrum Si+ n� 2| {z }Zentrum Sj + 1|{z}Si; Sj in gleicher Clique (5.14) = 2n� 3Gn ist also ausgewogen mit Parameter 2n� 3 . �F�ur eine gerade Anzahl von Sequenzen ist die Konstruktion einer ausgewogenen Mengewegen der zus�atzlichen 2-Clique schwieriger.Sei nun n 2 N gerade. Ich konstruiere eine ausgewogene Menge Gn = fGcejc; e 2 [0 :n�1]; c 6= eg von 3 -Sternen mit 2 -Clique. Dazu seien 'e : [0 : n�1]nfeg ! [0 : n�2]bijektive Funktionen f�ur e 2 [0 : n� 1] de�niert durch'e(x) = � x f�ur x < ex� 1 f�ur x > eDamit ist Gce = (S; Ece) und Ece = E 0ce [ E 00ce , wobei E 0ce = ffSi; Scgji 6= cg undE 00ce = ffSi; Sjgji; j 6= c; e und 'e(i) + 'e(j) � 2'e(c) (mod n� 1)g .



5 APPROXIMATIONSALGORITHMEN 30Anschaulich ist Gce ein 3 -Stern mit Zentrum Sc und 2 -Clique fSe; Scg (Abb. 6).Die 3 -Cliquen sind, nach auslassen von Se und \zusammenschieben" der restlichenSequenzen mit der Funktion 'e , genauso konstruiert wie f�ur eine ungerade Anzahl vonSequenzen.Zun�achst eine Aussage �uber die Zusammensetzung von Gn .Lemma 5.16Sei n 2 N gerade. Dann gibt es f�ur i; j 2 [0 : n� 1] , i 6= j , genau n� 2 Graphen inGn , so da� Si; Sj in der gleichen Clique liegen und i; j 6= c .Beweis: Zu zeigen ist, da� es genau n� 2 Paare c; e 2 [0 : n� 1] , c 6= e , gibt, so da�c; e 6= i; j und 'e(i) + 'e(j) � 2'e(c) (mod n) .Sei e 2 [0 : n� 1] n fi; jg beliebig gew�ahlt. Dann gibt es genau ein ~c 2 [0 : n� 2] mit'e(i) + 'e(j) � 2~c (mod n� 1) und es gilt 'e(i); 'e(j) 6= ~c . Der Beweis ist analog zudem Beweis von Lemma 5.14.Da 'e bijektiv ist gibt es folglich genau ein c 2 [0 : n � 1] mit 'e(c) = ~c . NachDe�nition von 'e ist c 6= e . W�urde c = i oder c = j gelten, so w�urde ~c = 'e(i)oder ~c = 'e(j) sein. Es gilt also c 2 [0 : n� 1] n fi; j; eg und 'e(i) + 'e(j) � 2'e(c)(mod n� 1) . Nach Konstruktion der Graphen be�nden sich Si; Sj in Gce in der glei-chen Clique. Da 'e bijektiv ist und ~c eindeutig bestimmt ist, ist auch c eindeutigbestimmt.Es gibt also f�ur jedes e 2 [0 : n� 1] n fi; jg genau ein c 6= i; j mit fSi; Sjg 2 Ece . Ausj[0 : n� 1] n fi; jgj = n� 2 folgt die Behauptung. �Theorem 5.17Sei n 2 N gerade. Dann ist Gn eine ausgewogene Menge von 3 -Sternen mit 2 -Cliqueund es gilt: minG2GnD(AG) � �2� 3n + 1n(n� 1)�D(A(S))Beweis: Zu zeigen ist, da� Gn eine ausgewogene Menge mit Parameter 2n2 � 5n + 4ist. Dann gilt mit Lemma 5.11 und 5.13 und jGnj = n(n� 1) :minG2GnD(AG) 5:11� minG2GnD(AG; CG) 5:13� 2n2 � 5n+ 4jGnj D(A(S))= �2� 3n + 1n(n� 1)�D(A(S))



5 APPROXIMATIONSALGORITHMEN 31Sei C =PG2Gn CG , C = (cij)Si;Sj2S . Es ist cii = 0 . F�ur beliebige i 6= j gilt:cij = n� 2| {z }Si; Sj in gleicher Clique (5.16)+ (n� 2)(n� 2)| {z }Si Zentrum, Sj in 3-Clique+ n� 1| {z }Si Zentrum, Sj in 2-Clique+ (n� 2)(n� 2)| {z }Sj Zentrum, Si in 3-Clique+ n� 1| {z }Sj Zentrum, Si in 2-Clique= 2n2 � 5n+ 4Gn ist also ausgewogen mit Parameter 2n2 � 5n+ 4 . �5.3.2 Die AlgorithmenMit den Theorem 5.15 ergibt sich der folgende Algorithmus f�ur eine ungerade Anzahlvon Sequenzen:Algorithmus 2 ( 3 -Stern-Algorithmus f�ur ungerade Anzahl Sequenzen)Input: Sequenzen S = fS0; : : : ; Sn�1g , n ungeradeOutput: Alignment A? mit Kosten D?1: for c = 0 to n� 1 do2: Dc = 03: for i; j 2 [0 : n� 1]; i+ j � c (mod n) do4: Dc = Dc +D(Si; Sj; Sc; 1; n� 2; n� 2)5: end for6: end for7: c? 2 [0 : n� 1] mit Dc? � Dc 8c 2 [0 : n� 1]8: Konstruiere Gc? aus Gn9: A?; D? = compatible alignment(Gc?)Theorem 5.18Algorithmus 2 liefert f�ur eine ungerade Anzahl n von Sequenzen ein Alignment mitgarantierter Fehlerschranke 2� 3n und hat eine Laufzeit von O(n2l3) .Beweis: Die Fehlerschranke folgt direkt aus Theorem 5.15. Zu zeigen ist, da� Algo-rithmus 2 eine Laufzeit von O(n2l3) hat.Die Schleifen von Zeile 1-6 werden O(n2) mal durchlaufen. Die Kosten eines optimalengewichteten Alignments von 3 Sequenzen zu berechnen ist in Zeit O(l3) m�oglich. DieZeilen 1-6 ben�otigen Zeit O(n2l3) .Das Finden des Minimums in Zeile 7 gelingt in O(n) . Der Graph (Zeile 7) kann in ZeitO(nl) konstruiert werden.



5 APPROXIMATIONSALGORITHMEN 32Um ein mit einem 3 -Stern kompatibles Alignment zu konstruieren sind O(n) ge-wichtete Alignments von 3 Sequenzen zu berechnen. Ein gewichtetes Alignment von 3Sequenzen zu berechnen ist in Zeit O(l3) m�oglich. Alle Alignments k�onnen also in ZeitO(nl3) konstruiert werden.Nach dem Berechnen der O(n) Alignments m�ussen f�ur ein Alignment von 3 Sequenzenin n�3 Sequenzen Gaps eingef�ugt werden, um ein kompatibles Alignment zu erzeugen.Es m�ussen maximal O(l) Gaps eingef�ugt werden. Das Einf�ugen der Gaps ist also inZeit O(n2l) m�oglich.Aus diesen �Uberlegungen folgt, da� Algorithmus 2 eine Laufzeit von O(n2l3) hat. �Desweiteren ergibt sich aus Theorem 5.17 ein Algorithmus f�ur eine gerade Anzahl vonSequenzen:Algorithmus 3 ( 3 -Stern-Algorithmus f�ur gerade Anzahl Sequenzen)Input: Sequenzen S = fS0; : : : ; Sn�1g , n geradeOutput: Alignment A? mit Kosten D?1: for c = 0 to n� 1 do2: for e 2 [0 : n� 1] n fcg do3: Dce = 04: for i; j 2 [0 : n� 1]; 'e(i) + 'e(j) � 'e(c) (mod n) do5: Dce = Dce +D(Si; Sj; Sc; 1; n� 2; n� 2)6: end for7: Dce = Dce + (n� 1)D(Sc; Se)8: end for9: end for10: c?; e? 2 [0 : n� 1] mit c? 6= e? und Dc?e? � Dce 8c; e 2 [0 : n� 1]; c 6= e11: Konstruiere Gc?e? aus Gn12: A?; D? = compatible alignment(Gc?e?)Theorem 5.19Algorithmus 3 liefert f�ur eine gerade Anzahl n von Sequenzen ein Alignment mit ga-rantierter Fehlerschranke 2� 3n + 1n(n�1) und hat eine Laufzeit von O(n3l3) .Beweis: Die Fehlerschranke folgt direkt aus Theorem 5.17. Zu zeigen ist, da� Algo-rithmus 3 eine Laufzeit von O(n3l3) hat.Die Laufzeitabsch�atzung ist analog zum Beweis von Theorem 5.19. Lediglich werden,statt O(n) 3 -Sterne wie in Algorithmus 2, O(n2) 3-Sterne mit 2-Clique konstruiert.Damit wird f�ur die Zeilen 1-9 Zeit O(n3l3) ben�otigt.Die Konstruktion des kompatiblen Alignments ist in der gleichen Zeit m�oglich wie beiAlgorithmus 2. Die zus�atzliche 2 -Clique f�allt mit einem Aufwand von O(l2) nicht insGewicht.



5 APPROXIMATIONSALGORITHMEN 33Es ergibt sich also eine Laufzeit von O(n3l3) . �5.4 Verallgemeinerung der Fehlerabsch�atzungDie in den vorherigen Abschnitten vorgestellten Algorithmen setzen f�ur die Fehler-absch�atzung die Dreiecksungleichung voraus. Gilt diese nicht, so wird keine Aussage�uber den maximal m�oglichen Fehler gemacht. Ich werde hier die Fehlerabsch�atzung aufden Fall verallgemeinern, da� die Dreiecksungleichung um einen konstanten Faktor sverletzt ist.Eine Kostenfunktion d erf�ullt die s -Dreiecksungleichung, wenn d(x; z) � s � (d(x; y)+d(y; z)) f�ur alle x; y; z 2 �� .Keine Kostenfunktion d kann die s -Dreiecksungleichung f�ur s < 1 erf�ullen, da indiesem Fall d(x; y) � s � (d(x; x) + d(x; y)) = s � d(x; y) < d(x; y) gelten w�urde. F�urs = 1 ergibt sich die \normale" Dreiecksungleichung.Theorem 5.20 (Verallgemeinerung von Theorem 5.10)Sei G = (V;E) eine Kon�guration mit jV j = jSj und d eine Kostenfunktion, die dies -Dreiecksungleichung erf�ullt. Dann gilt:minG02GG D(AG0)D(S) � s � b(G)Beweis: Der Beweis ist �ahnlich zu dem Beweis von Theorem 5.10 in Pevzner [18].Sei G = (V;E) eine Kon�guration. F�ur v; w 2 V ist 
G(v; w) die Menge der Kanteneines k�urzesten Weges in G von v nach w . Beachte, da� in einer Kon�guration derk�urzeste Weg zwischen zwei Knoten eindeutig bestimmt ist. F�ur e 2 E sei �G(e) :=jf
G(v; w)je 2 
G(v; w)gj die Anzahl der k�urzesten Wege, die die Kante e enthalten.Es gilt damit f�ur die Verbindungskosten:c(G) = 2 �Xe2E �G(e) (5.1)Ist A ein Alignment von S und G = (S; E) eine Kon�guration, dann istFG(A) := XfSi;Sjg2E �G(fSi; Sjg) �D(fSi; SjgjA) :Behauptung: F�ur ein beliebiges Alignment A von S , eine Kon�guration G = (S; E)und eine Kostenfunktion d , die die s -Dreiecksungleichung erf�ullt, giltD(A) � s � FG(A) :



5 APPROXIMATIONSALGORITHMEN 34Beweis: Aufgrund der De�nitionen und durch Absch�atzen mit Hilfe der s -Dreiecksun-gleichung ergibt sich:D(A) = X1�i<j�nD(fSi; SjgjA)� X1�i<j�n0@ XfSr;Stg2
G(Si;Sj) s �D(fSr; StgjA)1A= s � XfSr;Stg2E0BB@ X1� i<j�nfSr; Stg2
G(Si; Sj)D(fSr; StgjA)1CCA= s � XfSr;Stg2E �G(fSr; Stg) �D(fSr; StgjA) = s � FG(A)
F�ur eine Kon�guration G = (V;E) mit jV j = n ist �G die Menge aller bijektiven Ab-bildungen � : V ! S . Sei G� = (S; E�) der Graph mit E� = ff�(v); �(w)gjfv; wg 2Eg . Beachte, da� damit GG = fG�j� 2 �Gg .Unabh�angig von der gew�ahlten Kostenfunktion zeigt Pevzner in [18]: Sei A ein be-liebiges Alignment und G = (V;E) eine Kon�guration. Dann gilt f�ur eine beliebigeKante fv; wg 2 E X�2�GD(f�(v); �(w)gjA) = 2 � jGGjn(n� 1)D(A) : (5.2)Sei f�ur G0 2 GG A(G0) ein Alignment mit FG0(A(G0)) � FG0(A) f�ur alle AlignmentsA von S . Desweiteren ist G? 2 GG der Graph mit FG?(A(G?)) � FG0(A(G0)) f�ur alleG0 2 GG .Sei M die Anzahl der Graphen in GG , die eine beliebige aber feste Kante e 2 Eenthalten. Beachte, da� aufgrund der SymmetriejGGjM = n(n� 1)2 jEj (5.3)gilt. De�niere W = 1M PG02GG FG(A(S)) . Dann giltW � 1M XG02GG FG0(A(G0)) � jGGjM FG?(A(G?)) :Mit Gleichung (5.3) und der Behauptung ergibt sichW � n(n� 1)2 � s � jEjD(A(G?)) : (5.4)



5 APPROXIMATIONSALGORITHMEN 35Andererseits giltW = 1M XG0=(S;E0)2GG0@ XfSi;Sjg2E0 �G0(fSi; Sjg) �D(fSi; SjgjA(S))1A= 1M X�2�G0@ Xfv;wg2E �G�(f�(v); �(w)g) �D(f�(v); �(w)gjA(S))1A :Es gilt �G(fv; wg) = �G�(f�(v); �(w)g) f�ur fv; wg 2 E . Mit dieser Eigenschaft,Gleichung (5.2) und (5.1) gilt:W = 1M Xfv;wg2E �G(fv; wg) X�2�GD(f�(v); �(w)gjA(S))!= 1M 2jGGjn(n� 1)D(A(S)) � Xfv;wg2E �G(fv; wg)= 1M 2jGGjn(n� 1)D(A(S))c(G)2Mit Gleichung (5.3): W = 1jEjD(A(S))c(G)2Aufgrund der Ungleichung (5.4) gilt:D(A(G?))D(A(S)) � s c(G)n(n� 1) = s � b(G) �Lemma 5.21 (Verallgemeinerung von Lemma 5.11)F�ur jedes Alignment A von S , k -Stern oder k -Stern mit q -Clique G = (S; E) undKostenfunktion d , die die s -Dreiecksungleichung erf�ullt, gilt:D(A) � s �D(A; CG)Beweis: Der Beweis ist �ahnlich dem Beweis von Lemma 5.11 in Bafna et al. [4].Sei Sc das Zentrum von G und g(i) die Gr�o�e der Clique, in der sich Si , i 6= c ,be�ndet. Da d die s -Dreiecksungleichung erf�ullt, gilt f�ur beliebige i; j; p d(aip; ajp) �



5 APPROXIMATIONSALGORITHMEN 36s � (d(aip; acp) + d(acp; ajp)) . Damit ergibt sich f�ur eine beliebige Spalte p 2 [1 : L] dieAbsch�atzung: X1�i<j�n d(aip; ajp)� X1� i<j�nfSi; Sjg =2E s � (d(aip; acp) + d(acp; ajp))| {z }Si;Sj in verschiedenen Cliquen + XfSi; Sjg2E s � d(aip; ajp)| {z }Si;Sj in der gleichen Clique= X1�i�n;i6=c(n� g(i) + 1) � s � d(aip; acp) + XfSi; Sjg2Ei; j 6= c s � d(aip; ajp)= X1�i<j�n(CG)ij � s � d(aip; ajp)Daraus folgt:D(A) = LXp=1 X1�i<j�n d(aip; ajp) � X1�i<j�n(CG)ij � s � d(aip; ajp) = s �D(A; CG) �Lemma 5.13 gilt unabh�angig von der gew�ahlten Kostenfunktion (siehe Beweis in [4]).Damit ergibt sich:Theorem 5.22Ist G eine ausgewogene Menge von k -Sternen oder k -Sternen mit q -Clique mit Pa-rameter p und d eine Kostenfunktion, die die s -Dreiecksungleichung erf�ullt. Danngilt: minG2G D(AG) � s pjGjD(S)Beweis: Das Theorem folgt direkt aus Lemma 5.21 und 5.13. �
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