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1 Einleitung

1.1 Problemstellung

In der Biologie und speziell in der Molekularbiologie und Genetik ist es
oft notwendig, verschiedene DNA- oder Aminoséduresequenzen miteinander
zu vergleichen und Ahnlichkeiten zwischen ihnen zu finden. Dabei stehen
zwei Anwendungen im Vordergrund: zum einen das Erkennen von Zusam-
menhéngen zwischen Aminoséduresequenzen und der Funktion und Struktur
der Proteine, die durch die entsprechenden Sequenzen kodiert werden; zum
anderen die Rekonstruktion der Evolution anhand phylogenetischer Béume.
Hierbei werden anhand der DNA- oder Aminosiduresequenzen Verwandt-
schaften und Abstammungen ermittelt.

Dazu wird angenommen, dass evolutionire Verwandtschaft von Sequen-
zen oder eine dhnliche Funktion oder Struktur bei Proteinen eine Ahnlichkeit
der betreffenden Sequenzen impliziert. Dies wird damit begriindet, dass in der
Natur Strukturen, die sich als erfolgreich erwiesen haben, wie z. B. Proteine
oder regulatorische DNA-Sequenzen, kopiert, wiederverwendet und modifi-
ziert werden (Gusfield [21]). Umgekehrt wird angenommen, dass dhnliche
Sequenzen eine gemeinsame Herkunft aufweisen.

Die Erkennung und Quantifizierung der Ahnlichkeiten von Sequenzen
kann automatisiert werden. Hier zeigt sich aber, dass eine globale Suche,
also ein Durchprobieren aller Moglichkeiten, aufgrund des grofien Losungs-
raums nicht praktikabel ist. Die Aufgabe der Informatik ist es daher, effiziente
Algorithmen zu entwickeln, mit denen die Ahnlichkeiten von Sequenzen be-
wertet werden konnen, oder zu zeigen, dass diese Probleme schwer, also z.B.
NP-vollstéindig, sind. Dazu wurden verschiedene Losungsmoglichkeiten ent-
wickelt und diskutiert. Chan, Wong und Chiu geben in [9] einen Uberblick
iiber verschiedene Methoden.

Eine der meistverbreiteten Herangehensweisen zum Vergleich mehrerer
Sequenzen ist das so genannte Multiple-Sequence-Alignment. Wir wollen
zundchst eine Spezialisierung dieses Problems fiir zwei Sequenzen betrach-
ten, ndmlich die Bestimmung des Editierabstandes (siehe Gusfield [21]). Der
Editierabstand zweier Sequenzen ist ein MaB fiir die Ahnlichkeit dieser Se-
quenzen. Die Annahme ist, dass die eine Sequenz durch Einfiigen (Insertion),
Loschen (Deletion) und Andern (Substitution) einzelner Zeichen aus der an-
deren Sequenz hervorgeht. Diesen Operationen kénnen Kosten in Abhéngig-
keit vom geloschten, eingefiigten oder verdnderten Zeichen zugewiesen wer-
den. Der Editierabstand der beiden Sequenzen entspricht den minimal not-
wendigen Kosten zur Transformation der einen Sequenz in die andere.



Wird eine Deletion mit D, eine Insertion mit I und eine Substitution mit
S markiert, dann kann “alignment” wie folgt in “algorithm” transformiert
werden:

D SSSD I1
alignment
al gori thm

Der Editierabstand zweier Sequenzen fiihrt auf das so genannte paarwei-
se Alignment. Dazu werden in beide Sequenzen “Leerzeichen”, so genannte
Gaps, eingefiigt. Einer Deletion in einer Sequenz entspricht dann ein Gap an
der entsprechenden Stelle. Eine Insertion fiihrt zu einem Gap in der ande-
ren Sequenz. Die Transformation von “alignment” in “algorithm” wiirde als
paarweises Alignment wie folgt ausssehen, wobei “—” das Gap sei:

alignment——
al—gori—thm

Dieses Verfahren kann nun einfach auf mehrere Sequenzen verallgemei-
nert werden. Es muss allerdings definiert werden, was unter einem optimalen
Alignment mehrerer Sequenzen verstanden werden soll. Hier sind die so ge-
nannten SP-Kosten (sum-of-pair score, siehe Carrillo und Lipman [8]) weit
verbreitet, da sie eine einfache Verallgemeinerung der Kostenfunktionen fiir
paarweise Alignments darstellen. SP-Kosten werden auch in dieser Arbeit
verwendet.

Eine andere Moglichkeit, Alignments zu bewerten, ist, das Alignment zu
suchen, welches am “wahrscheinlichsten” ist. Hierbei werden z.B. Hidden-
Markov-Modelle (siehe Rabiner [35]) benutzt. Eine explizite Kostenfunktion
ist meist nicht gegeben, folgt aber implizit aus den zugrundeliegenden Uber-
gangswahrscheinlichkeiten. Diese Méglichkeit wird von Baldi und Brunak in
[7] ausfiihrlich behandelt.

Einen Uberblick iiber die Problemstellung, mogliche Herangehensweisen
und Losungen wird von Baldi und Brunak in [7], Gusfield in [21] und Water-
man in [43] gegeben.

1.2 Stand der Forschung

Ein optimales Alignment beziiglich SP-Kosten kann mit dynamischer Pro-
grammierung berechnet werden, es ergibt sich jedoch eine exponentielle Lauf-
zeit (siehe z.B. Waterman [43]). Carrillo und Lipman beschleunigen in [8] die-
se Methode. Gupta, Kececioglu und Schiffer verbessern sie in [19] beziiglich
des Platzverbrauchs. Die Laufzeit ist aber trotz der Verbesserungen expo-
nentiell.



Wang und Jiang zeigen in [41], dass die Berechnung eines Alignments
mit minimalen SP-Kosten N P-vollstindig ist. Es ist also in der Praxis bis-
lang nicht moglich, ein optimales Alignment zu berechnen. Man begniigt
sich daher mit einem Alignment, dessen Kosten nicht allzu weit von den Ko-
sten eines optimalen Alignments abweichen. Gusfield stellt dazu in [20] den
Center-Star-Algorithmus vor, der ein Alignment berechnet, dessen Kosten
hochstens zweimal so hoch sind wie die Kosten eines optimalen Alignments.
Pevzner [34] sowie Bafna und andere [6] verbessern diese Methode (siehe
Kapitel 4).

Eine andere Moglichkeit, ein Alignment zu berechnen, ist seine Konstruk-
tion mit Hilfe eines phylogenetischen Baumes. Eine Herangehensweise ist es,
einen Baum zu konstruieren, in den neben den gegebenen Sequenzen wei-
tere Sequenzen eingefiigt werden, die so gew#hlt werden, dass die Summe
der Kosten entlang der Kanten minimal ist. Hierbei handelt es sich um ein
Steiner-Baum-Problem (siche Jungnickel [26]). In Wang und Jiang [41] und
Wareham [42] wird gezeigt, dass dieses Problem MAX-SAN P-hart ist.

Das Problem, Sequenzen den Knoten eines gegebenen Baums optimal
zuzuordnen, ist ebenfalls A/P-vollstindig, besitzt aber ein Polynomialzeit-
Approximations-Schema (siehe Jiang et al. [25], Wang und Gusfield [40]).

Vingron und von Héseler stellen in [39] einen Algorithmus vor, der iterativ
einen Baum konstruiert, indem Sequenzen eingefiigt werden. Dabei wird suk-
zessiv ein Alignment berechnet. Dazu verwenden sie Algorithmen, mit denen
ein Alignment von mehreren Gruppen von Sequenzen berechnet werden kann
(sieche Gotoh [18]). Das berechnete Alignment ist allerdings im Allgemeinen
nicht optimal und eine Fehlerschranke ist nicht bekannt.

Einen Uberblick iiber verschiedene Methoden zur Berechnung eines Multi-
ple-Sequence-Alignments geben Altschul und Lipman in [2].

Das Multiple-Sequence-Alignment-Problem kann durch die Einfiihrung
von Gewichten verallgemeinert werden (siehe Wu et al. [44]). Dazu wird je-
dem Paar von Sequenzen ein Gewicht zugeordnet. Die gewichteten Kosten
eines Alignments sind dann die entsprechend gewichteten Kosten der Paare.
Damit 148t sich bereits bekanntes Wissen iiber die Verwandtschaft der Se-
quenzen modellieren, indem nahe verwandte Paare von Sequenzen ein hohes
Gewicht und weniger verwandte Paare ein kleineres Gewicht bekommen.

1.3 Eigene Forschungsergebnisse

Just zeigt in [27], dass das Multiple-Sequence-Alignment-Problem MAX-
SNP-hart ist fiir den Fall, dass die Kostenfunktion nicht die Bedingungen
einer Metrik erfiillt. Natiirlicherweise ist aber zumindest die Dreiecksunglei-
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chung erfiillt. Fiir metrische Kostenfunktionen ist ein solches Ergebnis bisher
nicht bekannt. Laut Jiang et al. [24] ist die Approximierbarkeit des Multiple-
Sequence-Alignment-Problems eines der grofien offenen Probleme der mole-
kularen Bioinformatik.

In dieser Arbeit werden wir das Problem der Approximierbarkeit des
Multiple-Sequence-Alignment-Problems nicht 16sen. Wir werden aber bewei-
sen, dass die Verallgemeinerung des Multiple-Sequence-Alignment-Problems
durch Gewichte bei metrischen Kostenfunktionen MAX-SN P-hart ist. Die-
ses Resultat gilt bereits fiir den eingeschréankten Fall des binir gewichteten
Multiple-Sequence-Alignment-Problems, bei dem die Gewichte auf 0 und 1
beschrénkt sind. Des Weiteren zeigen wir eine explizite untere Schranke fiir
die Approximierbarkeit dieses Problems.

1.4 Aufbau der Arbeit

Der Aufbau dieser Arbeit ist wie folgt. Zunéchst werden in Kapitel 2 die
notwendigen Begriffe eingefiihrt. In den Kapiteln 3 bis 5 werden bekannte
Ergebnisse vorgestellt. Kapitel 3 behandelt Methoden zur Berechnung op-
timaler Alignments. Thema von Kapitel 4 sind schnelle Approximationsal-
gorithmen, bei denen das berechnete Alignment zwar im Allgemeinen nicht
optimal ist, aber hochstens um einen konstanten Faktor grofiere Kosten hat
als ein optimales Alignment. Kapitel 5 enthélt eine Einfiihrung in die Theorie
der Komplexitdt von Optimierungsproblemen.

Schlieflich werden in den Kapiteln 6 und 7 die eigenen Ergebnisse vor-
gestellt. In Kapitel 6 wird eine untere Schranke fiir die Approximierbarkeit
des bindr gewichteten Multiple-Sequence-Alignment-Problems bewiesen und
es wird gezeigt, dass dieses Problem MAX-SN P-hart ist. In Kapitel 7 wer-
den wir das gewichtete Multiple-Sequence-Alignment-Problem auf das binér
gewichtete Multiple-Sequence-Alignment-Problem reduzieren und damit zei-
gen, dass jede untere Schranke fiir die Approximierbarkeit des gewichte-
ten Multiple-Sequence-Alignment-Problems auch eine untere Schranke fiir
den eingeschrankten Fall darstellt. Die beiden Probleme sind also dquivalent
beziiglich der Appriximierbarkeit.

Zum Schluss werden in Kapitel 8 die vorgestellten Resultate zusammen-
gefasst.



2 Definitionen und Notationen

2.1 Notationen

Sei ¥ ein endliches Alphabet, dann ist >* die Menge aller Sequenzen iiber
Y. Fiir L € N ist ¥ ist die Menge aller Sequenzen der Linge L. |S| ist die
Lénge einer Sequenz S. S[k] bezeichnet das k-te Zeichen einer Sequenz S.

Fiir die verwendeten Begriffe aus der Komplexitéatstheorie wird auf Rei-
schuk [36], fiir die verwendeten Begriffe aus der Graphentheorie auf Jung-
nickel [26] verwiesen.

2.2 Alignment und SP-Kosten

In den folgenden Definitionen ist S = {Si,...,5,} eine Multimenge von
Sequenzen iiber X, d.h. es kann S; = S, fiir j # k gelten.

Um das Einfiigen und Loschen von Zeichen in Sequenzen zu modellieren
wird ein zusétzliches Zeichen “—” ¢ ¥ benotigt, das so genannte Gap. Sei

Yi=Xu{-}

Definition 2.1 (Alignment) FEine Multimenge A = {A1,...,A,} heifit

Alignment von S, falls es eine Konstante L gibt, so dass fir allej =1,... ,n

gilt:

(i) Aje€ sk

(ii) Es gibt Positionen 1 < aj; < ajp < ... < ajjs;) < L, so dass
Sj = Aj[aj,l] .. .Aj[a,j7‘sj‘] ist. Fiir alle b % {aj,i|i = 1, ce ,|S]|} 15t
Aj[b] — “_ 7}'

Anschaulich geht A; aus S; durch Einfiigen von L — |S;| Gaps hervor.
Aus der Definition ist ersichtlich, dass L > max;<j<, |S;| ist. Ein Alignment
A={A,... A} mit [A;| =L, j =1,...,n, kann als Matrix der GroBe
n x L mit Eintrédgen A;[i], 1 < j <nund 1 <i < L, aufgefasst werden. Eine
Spalte ig dieser Matrix, in der A;[i] = “—” fur alle j = 1,... ,n gilt, heifit
Gap-Spalte.

Stehen S;[i] und S;[¢'] in der gleichen Spalte der Matrix, d.h. ist a;; =
ajr i, dann sagen wir, dass S;[i] mit Sj/[i'] korrespondiert. Im Fall Aj/a;;] =
“—" sagen wir, dass S;[i¢] mit einem Gap in S; korrespondiert.

Zur Bewertung der Alignments werden hier die so genannten SP-Kosten
verwendet (Carrillo, Lipman [8]). Dazu werden zunéchst Kostenfunktionen
definiert.



Definition 2.2 (Kostenfunktion) FEine Funktion d : ¥'* — N heifit Ko-
stenfunktion, falls sie eine Metrik ist, d.h. falls fiir alle x,y,z € X' gilt:

(1) dz,y) =0 & =y

(i) d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)

(111) d(x,z) <d(z,y)+d(y,z) (Dreiecksungleichung)
Damit sind die SP-Kosten wie folgt definiert.

Definition 2.3 (SP-Kosten) Seien A und A’ zwei Sequenzen mit |A| =
|A'| = L. Dann sind die Kosten von A und A’ beziiglich einer Kostenfunktion
d gegeben durch

L
D(A, A') =) d(A[i], A'li]).
i=1
Sei nun A = {Ay,..., A} ein Alignment, dann sind die SP-Kosten (sum-
of-pair score) von A gegeben durch

D(A):= > D(A;A).

1<j<k<n

A heifit optimales Alignment von S, falls A ein Alignment mit minimalen
SP-Kosten unter allen Alignments von S ist. Ein optimales Alignment ist im
Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Mit D(S) werden die Kosten eines
optimalen Alignments von S bezeichnet.

Ist A ein Alignment und A’ das Alignment, das aus A durch Weglassen
aller Gap-Spalten entsteht, dann gilt D(A) = D(A’) wegen d(—, —) = 0.

Beispiel 2.4 Seien S; = ACTG, Sy = ATCG und S3 = ATCGA. Weiterhin sei

|1 fallsx #y,
d(z,y) = { 0 fallsx =vy.
Dann sind A = {Ay, Ay, As}, A" = {A], A, AL} und A" = {AY, A}, A%}
optimale Alignments von S = {S1,Ss, S5}, jeweils mit Kosten 6, wobei A,
A" und A" wie folgt gegegen sind:

Ay = AC—TG—— Al = ACTG— A” = ACT—G—
Ay = AT—CG—— Al = ATCG— Al = A-TCG—
Az = AT—CG—A Al, = ATCGA Al = A—TCGA

Es ist zu sehen, dass A" aus A durch Eliminierung der Gap-Spalten hervor-
geht.



Aus den genannten Definitionen ergibt sich das folgende Entscheidungs-
problem:

MSA = {(S, k)| D(S) < k}

Wang und Jiang zeigen in [41], dass MSA N P-vollstéindig ist. Dabei wird
allerdings Bedingung (i) aus Definition 2.2 durch die abgeschwichte Bedin-
gung d(—,—) = 0 ersetzt.

MIN-MSA ist das Optimierungsproblem, zu Sequenzen S ein Alignment
mit minimalen Kosten zu berechnen. In Kapitel 4 werden Approximations-
algorithmen fiir MIN-MSA vorgestellt.

Es wird nun noch der Begriff des induzierten Alignments (siehe Pevzner
[34]) definiert, der in Kapitel 4 und Kapitel 6 benotigt wird.

Definition 2.5 (Induziertes Alignment) Sei A = {A;,... ,A,} ein be-
liebiges Alignment von S. Weiterhin sei @ C S. Dann ist {A;|S; € Q} das
durch A induzierte Alignment von §). Die Kosten dieses Alignments sind
gegeben durch

DA = Y D(4, A,
1<j<k<n
Sj,SkEQ

Offensichtlich ist D(€2].A) > D(€2). Auch in dem Fall, dass A ein optima-
les Alignment von S ist, gilt im Allgemeinen nicht D(§2|.A) = D(Q2).

Eine Verallgemeinerung von MSA wird von Wu und anderen in [44] vor-
gestellt. Sie ordnen jedem Paar von Sequenzen Gewichte zu, mit denen die
jeweiligen Kosten multipliziert werden. Mit diesen Gewichten lassen sich be-
kannte Informationen iiber die Verwandtschaften modellieren: Nahe verwand-
te Paare von Sequenzen werden ein hohes Gewicht erhalten, wihrend Paare,
die vermutlich kaum verwandt sind, ein kleineres Gewicht erhalten werden.

Definition 2.6 (Gewichtete Alignmentkosten) Sei A = {A;,... A}
ein Alignment von S und W = (’wsﬁsk)sﬁskeg eine symmetrische Gewichts-
matriz, wobei die Gewichte ws, s, € N polynomuell in n beschrinkt sind.
Dann sind die gewichteten Alignmentkosten von A definiert durch

Dw(A) = Z ng,sk . D(A],Ak)

1<j<k<n



A heifit optimales gewichtetes Alignment von S, falls A ein Alignment
mit minimalen gewichteten Kosten unter allen Alignments von & ist. Auch
ein optimales gewichtetes Alignment ist im Allgemeinen nicht eindeutig be-
stimmt. Mit Dy (S) werden die Kosten eines optimalen gewichteten Align-
ments bezeichnet.

Die gewichteten Kosten eines durch ein Alignment A induzierten Align-
ments von €2 ergeben sich analog zum ungewichteten Fall:

Dy (Q2A) := Z ws; s, - D(A;j, Ay)
1<j<k<n
Sj,Sk cQ

Fortsetzung von Beispiel 2.4 Seien zusdtzlich die Gewichte wg, s, = 1,
ws,.s5, = 2 und wg, s, = 0 gegeben. Dann sind die gewichteten Kosten der
genannten Alignments jeweils 8.

WMSA (Weighted Multiple Sequence Alignment) und MIN-WMSA sind
analog zu MSA und MIN-MSA definiert.

Eine eingeschrinkte Version des gewichteten Multiple Sequence Align-
ment ist bindr gewichtetes Multiple Sequence Alignment. Bei diesem Problem
sind die Gewichte auf 0 und 1 beschréankt. Das entsprechende Entscheidungs-
problem heifit BMSA (Binary Weighted Multiple Sequence Alignment), das
Optimierungsproblem MIN-BMSA. In Kapitel 6 wird eine untere Schranke
fiir die Approximierbarkeit dieses Problems bewiesen.



3 Berechnung optimaler Alignments

3.1 Dynamische Programmierung

Ein optimales Alignment kann mittels dynamischer Programmierung (siehe
Cormen et al. [11]) berechnet werden.
Dazu definieren wir so genannte Alignment-Graphen (siehe Pevzner [34]).

Definition 3.1 (Alignment-Graph) Der Alignment-Graph zu Sequenzen
S ={S1,...,8,} ist ein gerichteter azyklischer Graph Gs = (Vs, Es) und
st gegeben durch:

(1) Vs:={v=_(v1,...,0,) e N"|0<0v; <|S| fiir 1 <j <n} und
(ii) Es:={(u,v) € V&|v; =u;Vv; =u;+1 firl <j<n undu # v}.

Ein Pfad W = (ey,...,er) von der Quelle (0,...,0) des Alignment-
Graphen zu seiner Senke (|Si[,...,|S,|) kann als Alignment interpretiert
werden. Dazu wird eine Kante e = (u,v) des Alignment-Graphen als Vektor

fle) = (fi(e),..., fa(e)) € '™ aufgefalt:

Silv;]  falls uj < v;

Jile) = { — falls u; = v; (3.1)

Damit reprisentiert der Pfad W das Alignment Ay = {A4;,...,A,} mit

Beispiel 3.2 Sei S = {51, 52} mit S; = AT und Sy = TG. Dann reprdsentiert
der Pfad (((0,0),(1,0)), ((1,0),(2,1)), ((2,1),(2,2)) ) das Alignment

Al = AT-—
Ay = —TG.

Man beachte, dass ein durch einen Pfad représentiertes Alignment keine
Gap-Spalten besitzt, da der Graph azyklisch ist. Da d(—,—) = 0 fiir die
Kostenfunktionen gefordert wurde, stellt dies keine Einschrinkung dar.

Nun koénnen die Kanten des Alignment-Graphen mit Kosten s belegt
werden:

se)= Y d(fi(e) fule) (3.2)

1<j<k<n

10



Die Kosten einer Kante e aus dem Pfad W sind gerade die Kosten der ent-
sprechenden Spalte eines Alignments Ay,. Damit sind die Kosten eines durch

einen Pfad W = (ey, ..., er) reprisentierten Alignments Ay, durch
L
D(Aw) =) s(e)
i=1

gegeben. Ein Pfad, der ein optimales Alignment repréasentiert, heifit optimaler
Pfad.

Wir stellen jetzt dar, wie D(S) berechnet werden kann. Jeder Knoten
v = (v1,...,v,) im Graphen reprisentiert Préfixe der Sequenzen S; bis S,
wobei die Léngen der Préifixe durch vy bis v, gegeben sind. Jedem Knoten
ordnen wir die Kosten eines optimalen Alignments dieser Sequenzpréifixe zu;
diese Kosten bezeichnen wir mit D(v). Formal: Sei S;Jj das Préfix der Lange
v; von S;, dann bezeichnet D(v) die Kosten eines optimalen Alignments
von {S7*,...,S’}. Da der Knoten (|Si|,...,|S.|) gerade die vollstandigen
Sequenzen Sy, ... ,S, reprasentiert, ist D(|S1],...,|S,|) = D(S). Es ergibt
sich die Rekursionsgleichung

D(v) = min D(u)+ s(u,v).
(u,w)EESs
Bei rekursiver Berechnung der D(v) wiirden viele Werte mehrfach berechnet.

Dies kann man mit dynamischer Programmierung vermeiden. Aus dieser Idee
resultiert der folgende Algorithmus.

Eingabe: Sequenzen S = {S1,...,S5,}
Konstruiere Gs = (Vs, Es)
D(O,...,0)=0
for v=(0,...,0,1) to (|S1|,...,|S.|) do
D(v) = min,weps D(u) + s(u,v)
end for
Ausgabe: Kosten eines optimalen Alignments D(]S1], ... ,|Sa|)

Dieser Algorithmus kann gleichzeitig zur Berechnung eines optimalen
Alignments verwendet werden, indem man sich fiir jeden Eintrag D(v) merkt,
fiir welchen Knoten u gerade D(u)+ s(u,v) = D(v) gilt. Aus dem so konstru-
ierten Pfad kann geméfB (3.1) ein Alignment berechnet werden. Eine ausfiihr-
liche Darstellung dieses Verfahrens ist in Waterman [43] zu finden.

Bei diesem Vorgehen ergibt sich eine Laufzeit von O <2" T2, |Sj|), Wo-
bei [[7_, |5;| die Anzahl der Schleifendurchliufe und 2" die Anzahl der in
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jedem Schleifendurchlauf betrachteten Kanten ist. Besitzen alle Sequenzen
hochsten die Lénge [, so ist die Laufzeit durch O(2" - I") beschréankt. Damit
ist dieses Verfahren nur fiir wenige Sequenzen anwendbar.

Mit dem oben beschriebenen Algorithmus kénnen auch optimale gewich-
tete Alignments berechnet werden. Hierzu werden die Kantengewichte aus
(3.2) ersetzt durch

sle)= Y ws,s, - d(f(e), file)):

1<j<k<n

3.2 Beschleunigung des Verfahrens

Ein Nachteil des Algorithmus ist, dass fiir alle Knoten v € Vs die Kosten D(v)
berechnet werden. Viele Knoten werden aber an keinem optimalen Align-
ment beteiligt sein. In [8] stellen Carrillo und Lipman eine Moglichkeit vor,
“unnotige” Knoten rechtzeitig zu erkennen.

Sei A* ein optimales und A ein beliebiges Alignment von S. Dann gilt

fir 1 <ky < ke <n wegen D({Sk,, Sk, }|A*) > D({Sk,, Sk, })

D(A) = DA = Y DS, Sp}A")

1<51<j2<n
> D({Sklvst}‘A*) + Z D({Sj175j2}>'
1< <j2<n
(41, 72) # (k1,k2)

Damit lassen sich die Kosten eines durch ein optimales Alignment induzierten
Alignments von Sy, und Sy, wie folgt abschétzen:

Uk?17k2 =
AN

D<{Sk17 Sk2}|-’4*) < D<A) - Z D<{Sj17 Sj2}>
1<ji<j2<n
(41, J2) # (k1. k2)

Dies ist also eine notwendige Bedingung fiir ein optimales Alignment. Da
wir nur an optimalen Alignments interessiert sind, kénnen wir den Graphen
unter Ausnutzung dieser Bedingung einschrianken. Dazu sei W, die Men-
ge aller Pfade W von der Quelle zur Senke des Alignment-Graphen, die
D({S;, Sk} Aw) < Ujy erfiillen. Dann liegen alle optimalen Pfade in der
Menge

W .= ﬂ Wj,k-

1<j<k<n
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Q, . bezeichnet die Menge der Knoten des Alignment-Graphen, die an min-
destens einem Pfad aus W;, beteiligt sind. Dann ist

Q== (1 Qa«

1<j<k<n

die Menge aller zu betrachtenden Knoten, d.h. alle Pfade aus W verlaufen
vollstandig in Q. Fiir die Berechnung eines optimalen Alignments geniigt es
also die Knoten aus Q zu betrachten.

Die Mengen Q) ; lassen sich dadurch berechnen, dass in dem Alignment-
Graphen Gys; 5,1 von S; und Sy fiir alle Knoten v € Vs, s,} mittels dynami-
scher Programmierung die Kosten D(v) von der Quelle zu v und D(v) von
v zur Senke berechnet werden. Ein Knoten v ist genau dann in Q;;, wenn
er Teil eines Pfades W ist, der die Bedingung D({S}, Sk }|Aw) < U, erfiillt.
Dies wiederum ist genau dann der Fall, wenn D(v) + D(v) < U, ist. Man

kann so alle Q, in Zeit O <21§j<k§n |S;] - \SM) berechnen. Eine ausfiihr-

liche Beschreibung dieser Methode geben Altschul und Erickson in [1] und
Zuker in [45].

Bisher ist nichts dariiber gesagt worden, wie man das frei wiahlbare Align-
ment A, das fiir die Berechnung der U; ; benétigt wird, am giinstigsten wahlt.
Um die Menge Q moglichst klein zu halten, sollten die Uj, klein sein, das
Alignment A sollte also moglichst geringe Kosten besitzen. Fiir A kann bei-
spielsweise eine Ndherungslosung verwendet werden, die mit einem Algorith-
mus aus Kapitel 4 berechnet wird.

Man beachte, dass sich diese Moglichkeit zur Beschleunigung zwar in der
Praxis als erfolgreich erweist, die asymptotische Laufzeit aber nicht verbes-
sert wird.

Gupta, Kececioglu und Schéffer verbessern dieses Vorgehen in [19] beziig-
lich seines Platzverbrauchs. Sie nutzen aus, dass die Berechnung eines op-
timalen Alignments der Berechnung eines kiirzesten Pfades (sieche Cormen
et al. [11]) von der Quelle zur Senke des Alignment-Graphen entspricht. Die
Kosten eines optimalen Alignments sind gerade die Kosten eines solchen kiir-
zesten Pfades.

3.3 Bemerkungen

Bei allen Ansétzen zur Berechnung von Alignments stellt sich heraus, dass
nicht die Lange der Sequenzen, sondern ihre Anzahl die Komplexitét des Pro-
blems ausmacht. Dies duflert sich zum einen darin, dass der hier besprochene
Algorithmus eine Laufzeit von O(1"2"), also polynomiell in der Lange der
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Sequenzen, hat. Insbesondere kann fiir jede konstante Anzahl von Sequenzen
ein optimales Alignment in polynomieller Zeit berechnet werden.

Zum anderen ist die Giite der Alignments, die mit den Algorithmen
aus Kapitel 4 berechnet werden koénnen, nur von der Anzahl der Sequen-
zen abhéngig. Ferner geniigen in Kapitel 6 Sequenzen konstanter Liange, um
eine untere Schranke fiir die Approximierbarkeit von MIN-BMSA zu zeigen.
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4 Approximationsalgorithmen

In diesem Kapitel werden Algorithmen zur Approximation von MIN-MSA
vorgestellt, mit denen ein Alignment berechnen werden kann, dessen Kosten
hochstens um einen konstanten Faktor grofier sind als die Kosten eines op-
timalen Alignments. Eine ausfiihrliche Beschreibung der hier vorgestellten
Algorithmen ist in [37] zu finden.

4.1 Center-Star-Algorithmus

In [20] und [21] beschreibt Gusfield den so genannten Center-Star-Algorith-
mus zur Berechnung eines Alignments von n Sequenzen, dessen Kosten hchs-
tens um einen Faktor 2 — % grofler sind als die Kosten eines optimalen Align-
ments.

Die Grundlage fiir diesen Algorithmus bildet das folgende Theorem.

Theorem 4.1 (Feng, Doolittle [14], Gusfield [21]) Sei G = (S, E) ein
ungerichteter Baum mit Knoten S = {S1,...,S,}. Dann gibt es ein Align-
ment A= {Ay,... A} von S, so dass fir alle {S;, Sy} € E gilt

D({S}, Sk}) = D(A;, Ay).

Das Alignment A ist im Allgemeinen nicht optimal, sondern minimiert
die Kosten entlang der Kanten des Baumes. Ein Alignment A, dass diese
Bedingung erfiillt, heifit kompatibel zu G. Ein zu einem Baum kompatibles
Alignment kann in Zeit O(I? - n) berechnet werden, falls die Léngen der
Sequenzen durch [ beschriankt sind (siehe Gusfield [21]).

Ein Stern ist ein ungerichteter Graph G. = (S, E.) mit Kanten E. =
{{5;,5:}|]1 < j <nundj # c}, also ein Graph, bei dem alle Knoten (Se-
quenzen) nur mit S, verbunden sind. Offensichtlich ist G. ein Baum, es gibt
also ein zu G. kompatibles Alignment, das effizient berechnet werden kann.

Das folgende Theorem beruht auf Theorem 4.1 und liefert die Grundlage
des Center-Star-Algorithmus.

Theorem 4.2 (Gusfield [20]) Firc=1,...,n sei G. = (S, E.) ein Stern
und A. = {AS,... A%} ein zu G. kompatibles Alignment. Des Weiteren sei
D, = Z?Zl D({S;, Sc}). Wihle ¢* so, dass D~ = miny<.<y, D, ist. Dann gilt
die Abschdtzung

D(A.) < (2 . —) - D(S).
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Im Beweis des Theorems wird die Tatsache verwendet, dass sich die Ko-
sten eines optimalen Alignments nach unten durch die Summe der Kosten
der optimalen paarweisen Alignments abschétzen lassen:

DS > Y DUS.S)

1<j<k<n

Des Weiteren wird ausgenutzt, dass die Dreiecksungleichung auch fiir die
Kosten der optimalen Alignments gilt:

D({5j, Sk}) < D({S), Sc}) + D({Sc, Sk})

Um ein Alignment zu berechnen, das hochstens um den Faktor 2 — %
hohere Kosten als ein optimales Alignment hat, mufl zundchst ¢* bestimmt
werden und anschliefend ein zu G, kompatibles Alignment berechnet wer-
den. Zur Bestimmung von ¢* miissen O(n?) Alignments von 2 Sequenzen
berechnet werden. Ein Alignment von zwei Sequenzen der Lénge [ kann in
Zeit O(I?) berechnet werden, ¢* kann folglich in Zeit O(I? - n*) berechnet
werden. Weiterhin kann das zu G kompatible Alignment in Zeit O(I? - n)
berechnet werden. Es ergibt sich also insgesamt eine Laufzeit von O(I* - n?).

4.2 Verallgemeinerung des Center-Star-Algorithmus

Pevzner verallgemeinert in [34] den Center-Star-Algorithmus von Gusfield.
Dazu definiert er Graphen mit bestimmten topologischen Eigenschaften, die
er Konfigurationen nennt. Hier werden wir nur die so genannten p-Sterne und
p-Sterne mit ¢g-Clique, definieren, da diese die fiir Approximationsalgorithmen
interessanten Konfigurationen sind. p-Sterne und p-Sterne mit ¢-Clique sind
Verallgemeinerungen von Sternen.

Definition 4.3 (p-Stern, Pevzner [34]) Sei G = (V| E) ein ungerichte-
ter Graph. G heifit p-Stern, falls sich V in paarweise disjunkte Mengen
C, Vi, ..., Vi, zerlegen lifit, so dass gilt:

(i) ICl=1
(1) |Vil=p—1 firalel<j<m
(i) E=EU...UE,, wobei E; = {{v,w}|v+#w und v,w € V; UC}

G heifst p-Stern mit q-Clique fir 2 < q < p—1, wenn (i) und (iii) gelten und
Vil =q¢—1und |V;|=p—1 firj=1,... ,m—1 ist.
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Ein p-Stern hat ein Zentrum C, bestehend aus einem Knoten, welcher in
jeder der m p-Cliquen (V; UC, E;) enthalten ist. Man beachte, dass p-Sterne
immer n Knoten mit n = 1 mod (p — 1) besitzen. p-Sterne mit ¢-Clique
besitzen n Knoten mit n = ¢ mod (p — 1). Im Folgenden werden p-Sterne
mit ¢-Clique (p, q)-Sterne genannt.

Wie bei Sternen kénnen auch zu p-Sternen und (p, ¢)-Sternen kompatible
Alignments definiert werden. Ein Alignment A von S heifit kompatibel zu
einem p-Stern bzw. (p, q)-Stern G = (S, F), falls fir alle maximalen Cliquen
Q von G gilt

D(Q) = D(Q)A).

Ein zu G kompatibles Alignment wird mit A“ bezeichnet. Auch fiir p-Sterne
und (p, ¢)-Sterne kann die Existenz kompatibler Alignments bewiesen wer-
den. Sie konnen in Zeit O(IP - n) berechnet werden.

Uber p-Sterne 1iBt sich das folgende Theorem zeigen.

Theorem 4.4 (Pevzner [34]) Sei G = (V, E) ein p-Stern mit |V| = n und
G die Menge aller zu G isomorphen Graphen mit Knoten S. Dann gilt

min D(A") < (2 - 3) . D(S).
HegC n

Fiir p = 2 ergibt sich die Abschéatzung aus Theorem 4.2.

Das Alignment A, H € G“ mit minimalen Kosten heifit optimales
kompatibles Alignment zu G.

Fiir (p,q)-Sterne wird hier nur der Fall p = 3 und ¢ = 2 betrachtet.
Sei also G = (V, E) ein 3-Stern mit 2-Clique. Dann ergibt sich mit den
Bezeichnungen aus Theorem 4.4 die Abschitzung (siche [34])

min D(A™) < (2 - % - ﬁ) - D(S).

(3,2)-Sterne gibt es fiir jede gerade Anzahl Knoten (d.h. Sequenzen), 3-Sterne
fiir jede ungerade Anzahl.

4.3 Ausgewogene Mengen

Die Menge der Graphen, die zu einem p-Stern mit p > 3 isomorph sind, ist
sehr grofl. Deswegen kann das optimale kompatible Alignment zu einem p-
Stern nicht durch einfaches Ausprobieren aller Moglichkeiten gefunden wer-
den, wie dies fiir p = 2 effizient moglich ist. Speziell fiir 3-Sterne (bzw.
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(3,2)-Sterne, falls eine gerade Anzahl Sequenzen vorliegt) kann das optima-
le kompatible Alignment durch perfektes minimales Matching (siche Gabow
[15], Galil [16] und Pevzner [34]) gefunden werden. Es ergibt sich eine Lauf-
zeit von O(I? - n® + n*) sowohl fiir eine gerade als auch fiir eine ungerade
Anzahl von Sequenzen.

Fiir p > 4 sind keine effizienten Algorithmen zur Bestimmung eines opti-
malen zu einem p-Stern kompatiblen Alignments bekannt.

Um eine Fehlerabschétzung durchfithren zu kénnen ist es nicht unbedingt
erforderlich, das optimale kompatible Alignment zu finden. Im Beweis von
Theorem 4.4 geniigt es ndamlich, ein kompatibles Alignment zu berechnen,
dessen Kosten hochstens so grof sind wie die durchschnittlichen Kosten aller
zu isomorphen Graphen kompatiblen Alignments.

Bafna, Lawler und Pevzner zeigen in [6], dass man dazu nur bestimmte
Teilmengen der isomorphen Graphen betrachten muss, die sie ausgewogene
Mengen nennen.

Die Idee folgt aus der Beobachtung, dass in p- und (p,q)-Sternen der
kiirzeste Weg zwischen zwei Knoten eindeutig bestimmt ist. Sei G = (S, F)
ein p- oder (p, q)-Stern. I'y ;s sei die Menge der Kanten des kiirzesten Weges
zwischen zwei Knoten S), und Sj aus S. Dann bezeichnet w% S die Anzahl

der kiirzesten Wege, die die Kante {5;, S} enthalten, d.h.

w%7sj/ = |{Fk,k’ | {Sj, Sj/} S Fk,k’ und k < k?/}| .

Die w% s konnen konkret angegeben werden. Wir betrachten hier nur
den Fall, dass GG ein (p, ¢)-Stern ist; die Werte fiir reine p-Sterne kénnen dar-
aus hergeleitet werden. Sei S, das Zentrum von G. {2 bezeichnet die Knoten
der ¢-Clique ohne S.. Dann gilt

1 falls S;, S; in der gleichen Clique sind, j # j’
und j, j* # ¢,
ng,sj, =¢ n—(p—1) falls j=c,j#j und S; ¢ Q oder umgekehrt,
n—(¢—1) falls j =cund S; € Q oder umgekehrt,
0 sonst (d.h. {S;,5;} ¢ E).

Wir konstruieren eine Gewichtsmatrix W¢ = (wg;J s,.)8;.5pes (siehe Defi-
nition 2.6). Damit gilt fiir beliebige Alignments die Abschétzung

D(A) < Dye(A). (4.1)

Die Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass sich mit Hilfe der Dreiecks-
ungleichung die Kosten eines Paares von Sequenzen durch die Summe der
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Kosten der Paare auf dem Weg zwischen diesen Sequenzen abschitzen las-
sen.

Unter Nutzung der Gewichtsmatrix W& lassen sich nun ausgewogene
Mengen definieren.

Definition 4.5 (Ausgewogene Menge, Bafna et al. [6]) Sei ein (p,q)-
Stern G und eine Teilmenge G aller zu G isomorphen Graphen mit Knoten
S gegeben. Wenn eine Konstante k(G) € N ezistiert, so dass fir alle j, k =
1,...,n gilt

Sl = k(G) falls j # k,
55>k 0 falls 7 =k,
Heg

dann heifft G ausgewogen mit Parameter k(G).

Unter anderem ist die Menge aller zu GG isomorphen Graphen mit Knoten
S aufgrund der Symmetrie ausgewogen.
Fiir ausgewogene Mengen G wird in [6] gezeigt, dass gilt

. H K(9)
win Dy (A7) < T D(S). (4.2)

Mit den Ungleichungen (4.1) und (4.2) ergibt sich die Abschétzung

. H . H K(9)
%érng(A ) < II?EIIQIDV[/'H(A ) < gl - D(S).

Daher ist es nun die Aufgabe, moglichst kleine ausgewogene Mengen von
p-Sternen zu finden. Die Konstruktion kleiner ausgewogener Mengen ist al-
lerdings nicht einfach, aufler fiir bestimmte p und n.

Bafna et al. zeigen in [6], dass es moglich ist, exponentiell grofle aus-
gewogene Mengen zu konstruieren und mittels Matching-Algorithmen den
optimalen p-Stern dennoch effizient zu ermitteln. Damit konnten sie bewei-
sen, dass es fiir jede Konstante p einen polynomiellen Algorithmus gibt, der
ein Alignment mit garantierter Fehlerschranke 2 — 2 berechnet. Man beach-
te, dass es sich dabei nicht um ein Polynomialzeit- Approximations-Schema
(PTAS, siehe Ausiello et al. [5] oder Kapitel 5) handelt, da sich asymptotisch
fiir jede Konstante p die Schranke 2 ergibt.

In [37] wird die Laufzeit fiir p = 3 mittels ausgewogener Mengen verbes-
sert, und zwar auf O(n? - [?) fiir eine gerade Anzahl Sequenzen bei Fehler-
schranke 2 — % bzw. auf O(n? - [?) fiir eine ungerade Anzahl Sequenzen bei

Fehlerschranke 2 — % + n~(§—1)'
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5 Komplexitit von Optimierungsproblemen

5.1 NP-Optimierungsprobleme

Bei einem Optimierungsproblem II geht es darum, fiir eine Instanz X ei-
ne Losung L zu finden, die, je nach Problemstellung, eine Kostenfunktion
i minimiert oder maximiert. Viele bekannte Optimierungsprobleme, wie z.
B. MSA, sind N'P-vollstindig. Da NP eine Klasse von Entscheidungspro-
blemen ist, muss ein Optimierungsproblem dafiir zunéchst in ein Entschei-
dungsproblem umformuliert werden. Dazu fithrt man eine Schranke fiir die
Kostenfunktion ein und definiert eine dem Optimierungsproblem zugehorige
Sprache. Die zu einem Minimierungsproblem gehorende Sprache ist

{(X, k)| X hat eine Losung L mit u(X, L) < k}.

Analog erhélt man die zu einem Maximierungsproblem gehoérende Sprache.

Ein Optimierungsproblem wird durch die Betrachtung als Sprache auf ein
Entscheidungsproblem eingeschriankt. Es gibt keine Naherungslosungen, da
ein Wort entweder in der Sprache ist oder nicht. Eigenschaften wie Appro-
ximierbarkeit gehen bei dieser Betrachtungsweise also verloren. Fiir Unter-
suchungen iiber die Approximierbarkeit von Optimierungsproblemen miissen
diese in ihrer Struktur erhalten bleiben, weshalb man fiir Optimierungspro-
bleme eigene Klassen einfiihrt. Hier werden wir uns auf so genannte N P-
Optimierungsprobleme beschrénken.

Definition 5.1 (NM“P-Optimierungsproblem, Crescenzi et al. [12])
Ein N'P-Optimierungsproblem ist ein 4-Tupel TI = (I,sol, u, goal) mit fol-
genden Figenschaften:

(i) 1 ist eine in polynomieller Zeit entscheidbare Menge von Instanzen.

(ii)  Fir jede Instanz X € I bezeichnet sol(X) die Menge aller mdoglichen
Losungen fiir X. Die Losungen in sol(X) sind polynomiell in | X|
beschrinkt und sol(X) ist in polynomieller Zeit entscheidbar.

(i1i) Sei X eine Instanz und L € sol(X), dann bezeichnet u(X,L) € N
das Maj$ von L. p ist in polynomieller Zeit berechenbar.

(iv) goal € {min, max}.
Eine optimale Losung zu einer Instanz X € [ ist eine Losung Loy, €

sol(X) mit pu(X, Lopt) = goalpegx)n(X, L). Im Folgenden sei sol(/) :=
Uxessol(X) die Menge aller méglichen Losungen fiir Instanzen von II.
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Beispiel 5.2 Das Traveling-Salesman-Problem (TSP ) ist ein N'P-Optimie-
rungsproblem (I,sol, u, goal). Dabei ist

(i)  eine Instanz V € I des TSP ein vollstindiger Graph mit Knoten
{v1,...,v,} und Kantengewichten d(vj,v;) € N,

(i1) € sol(V) ein Rundweg durch den Graphen, d.h. eine Permutation
7 der Knoten (Vr1y, - -, Va(n)),

(iii) p(V,m) = Z?;ll d(Vr(i)s Vr(i+1)) + A(Vrmy, Vr(r)) die Linge des Rund-
weges und

(iv) goal = min, d.h. gesucht ist der kiirzeste Rundweg durch den Gra-
phen.

MIN-MSA, MIN-WMSA und MIN-BMSA sind ebenfalls N'P-Optimie-
rungsprobleme.

Aus der Definition folgt, dass die zu einem N P-Optimierungsproblem
gehorende Sprache in NP liegt. NPO ist die Klasse aller N'P-Optimie-
rungsprobleme.

PO ist die Klasse aller P-Optimierungsprobleme. Ein Optimierungspro-
blem IT € PO kann deterministisch in polynomieller Zeit exakt gelost werden
und die zu II gehorende Sprache liegt in P.

5.2 Approximation von Optimierungsproblemen

Ist die zu einem Optimierungsproblem gehérende Sprache N P-vollstindig,
dann sagt dies nur wenig iiber die wirkliche Schwierigkeit des Problems aus.
Man konnte sich fragen, ob es nicht einen effizienten Algorithmus gibt, der
immer eine Losung berechnet, deren Kosten nicht allzuweit von den Kosten
der optimalen Losung abweichen. Dazu die folgende Definition.

Definition 5.3 (Giite, Ausiello et. al. [5]) Sei Il ein Optimierungsprob-
lem. Fir eine Instanz X seien opt(X) die Kosten einer optimalen Lédsung
fir X. Sei L € sol(X), dann bezeichnet

opt(X) p(X, L)}
u(X,L)" opt(X)

R(X, L) := max {

die Gite von L beziiglich X .

Damit 148t sich der Begriff eines Approximationsalgorithmus fiir Opti-
mierungsprobleme definieren.
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Definition 5.4 (d-Approximation, Ausiello et al. [5]) Sei II ein Opti-
mierungsproblem und § > 1 eine Konstante. Eine Funktion A : I — sol(I)

heifst 0-Approximation fir 11, falls A fiir alle Instanzen X € I eine Losung
A(X) € sol(X) berechnet, so dass

R(X, A(X)) <6

qgilt.
Ist I1 ein N'P-Optimierungsproblem, dann heif$t I1 §-approzimierbar, falls
es eine in polynomieller Zeit berechenbare §-Approzimation fir 11 gibt.

Allgemeiner konnen auch r-Approximationen mit Funktionen r : I —
[1, 00[ definiert werden. Eine Funktion A heifit r-Approximation fiir II, falls
sie fiir alle Instanzen X € I eine Losung A(X) € sol(X) mit R(X, A(X)) <
7(X) berechnet. Ublicherweise héingt der Funktionswert von r von der Linge
der Eingabe X ab. Ein N'P-Optimierungsproblem II heifit r-approximier-
bar, falls es eine in polynomieller Zeit berechenbare r-Approximation fiir IT
gibt. Z.B. besitzt MIN-MSA eine 2-Approximation (siehe Gusfield [20] und
Kapitel 4) und MIN-WMSA eine r-Approximation, wobei r durch r(S) :=
log?(#Sequenzen in S) gegeben ist (siche Wu et al. [44]).

APX C NPO ist die Klasse der N'P-Optimierungsprobleme, die eine in
polynomieller Zeit berechenbare d-Approximation fiir eine Kostante 6 > 1
besitzen. Man kann zeigen, dass die Inklusion APX C NPO genau dann
echt ist, wenn NP # P ist. Es gibt also unter der Annahme NP # P NP-
Optimierungsprobleme, die nicht mit konstanter Giite approximiert werden
kénnen.

Andererseits gibt es Optimierungsprobleme, die fiir jede Konstante § > 1
eine d-Approximation zulassen. Das bedeutet, dass das Problem beliebig gut
approximiert werden kann. Allerdings hingt die Laufzeit des Approxima-
tionsalgorithmus meist stark von der gewéhlten Giite ¢ ab — fiir ein konstan-
tes 0 muss sie aber polynomiell in der Eingabelédnge sein. Eine solche Menge
von Algorithmen, die fiir jedes 0 > 1 eine J-Approximation fiir II enthlt,
heifit Polynomialzeit- Approzimations-Schema (PTAS, polynomial time ap-
proximation scheme, siehe Ausiello et al. [5]). Die Klasse der Probleme, die
ein Polynomialzeit-Approximations-Schema besitzen, heifit P7 .AS.

APX und N'PO besitzen vollstindige Probleme. Die fiir Entscheidungs-
probleme verwendeten Reduktionen konnen aber fiir die Reduktion von Op-
timierungsproblemen nicht verwendet werden, da es bei Entscheidungspro-
blemen den Begriff der Approximation nicht gibt. Deswegen definiert man
fiir Optimierungsprobleme eigene Reduktionsbegriffe.

Definition 5.5 (PTAS-Reduktion, Crescenzi et al. [12]) Seien II und
" N'P-Optimierungsprobleme. 11 heifit PTAS-reduzierbar auf T (II <pras
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IT'), falls es drei Funktionen f, : Ix]1,00[— I', fo : I x sol'(I")x]1, co[—
sol(1) und ¢ :]1,00[—]1,00[ ¢ibt, so dass fir alle Instanzen X € I von II
Folgendes gilt:

(i)  Fir jedes 6 > 1 berechnet f1 in polynomieller Zeit eine Instanz
X'= fi(X,0) € I' von IT".

(ii)  Fiir alle L' € sol'(X") kann fo(X,L',§) = L € sol(X) in polynomi-
eller Zeit berechnet werden.

(i1i)  ist berechenbar und invertierbar.
(iv)  Fiir jedes L' € sol'(X") und fiir jedes 6 > 1 gilt:

R(X'\ L") <¢(d) = R(X,L)<$

Bei PTAS-Reduktionen iibertragt sich die Qualitit der Losung fiir X’ auf
die mittels fy errechnete Losung fiir X. Ein Approximationsalgorithmus fiir
IT liefert somit einen Approximationsalgorithmus fiir II.

Ein Optimierungsproblem II heifit hart fiir APX bzw. NPQO, falls sich
alle Probleme aus APX bzw. NPO auf II PTAS-reduzieren lassen. II heift
vollsténdig fiir die entsprechende Klasse, wenn II selbst in der Klasse enthal-
ten ist.

Die Vielfalt des Traveling-Salesman-Problems bzgl. der Approximierbar-
keit zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 5.6 TSP ist N'PO-vollstindig (siche Orponen, Mannila [30]).

Metric-TSP sev das Problem, einen kiirzesten Rundweg zu finden, wo-
bei die Distanzfunktion d die Dreiecksungleichung erfillt. Papadimitriou und
Yannakakis zeigen in [33], dass Metric-TSP AP X -vollstindig ist. Diese Ver-
sion des Traveling-Salesman-Problems besitzt eine %—Appmm’mation (siehe
Christofides [10]).

Ein Spezialfall von Metric-TSP st Geometric-TSP. Hierbei sind die Kno-
ten in einer Ebene angeordnet und der Abstand zwischen zwei Punkten ist
durch den euklidischen Abstand gegeben. In [3] zeigt Arora, dass Geometric-
TSP ein Polynomialzeit-Approzimations-Schema besitzt.

Die zu TSP, Metric-TSP und Geometric-TSP gehtrenden Sprachen sind
NP-vollstiandig (sieche Garey und Johnson [17], Papadimitriou [31]).

Ein weiteres Beispiel fiir ein APX-vollstéindiges Problem ist MAX-3SAT
(siche Ausiello et al. [5] und Papadimitriou et al. [32]).
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Definition 5.7 (MAX-3SAT) Sei C = {Cy,C,,...,C;} eine Menge von
disjunktiven Klauseln. Jede Klausel bestehe aus genau drei Literalen. Dann
ist MAX-3SAT das Optimierungsproblem, die maximale Anzahl gleichzeitig
erfillbarer Klauseln aus C zu ermitteln.

Fiir jedes APX-vollstindige Problem II gilt: II € P7.AS genau dann,
wenn NP = P. Analog sind N'PO-harte Probleme unter der Annahme
NP # P nicht in APX enthalten. Es ergibt sich die folgende Hierarchie,
wobei die drei Inklusionen genau dann echt sind, wenn NP # P ist (sie-
he [5]):

PO C PTAS C APX C NPO (5.1)

5.3 MAX-SNP

Papadimitriou und Yannakakis fiithren in [32] zwei Klassen von Maximie-
rungsproblemen mit den Namen MAX-SNP und MAX-NP ein. Diese Klas-
sen sind aus Fagins syntaktischer Definition von NP (siehe Fagin [13] und
Immerman [23]) abgeleitet.

Fagin zeigt in [13], dass sich jedes Problem in NP als Pridikat auf Struk-
turen G in der Form

35 Va 3y ¥(x,y, G, 5)

schreiben 1&8t. Dabei ist S eine Struktur und damit 35 eine Quantor zweiter
Stufe. V& und Jdy sind Quantoren erster Stufe, v ist quantorenfrei.

Beispiel 5.8 (Papadimitriou et al. [32]) 3SAT kann wie folgt geschrie-
ben werden:

AT VC 3z ((P(C,2) ANT(x)) V (N(C,2) A =T (x)))

Dabei bezeichnet T die Menge der auf true gesetzten Variablen, P(C, )
heifit, dass x in der Klausel C' positiv auftritt, und N(C,z) heifit, dass x
in C negiert auftritt.

Bei einigen Problemen, kann auf eine Alternation der Quantoren verzich-
tet werden. Diese kénnen in der Form

AS Vz ¢(x, G, S)

geschrieben werden. Die Probleme, die sich in dieser Form beschreiben las-
sen, bilden eine Teilmenge SN'P (strict N'P) von N'P. 3SAT ist nicht nur
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in NP, sondern auch in SN'P enthalten.

Fortsetzung von Beispiel 5.8 Seien C; (j = 0,1,2,3) die Mengen der
Klauseln mit j negierten Literalen. Dabei sollen in jeder Klausel C € C; die
j negierten Literale vorne stehen. Dann laft sich 3SAT wie folgt beschreiben:

T V(xy, 20, 23)  (Co(x1, 22, 23) = ( T(21)V T(22)V T(x3)))
N (Cr(z1, 29, 73) = (T (21)V T(22)V T(23)))
A (Co(z1, w2, 23) = (2T (21)V-T (22)V T'(23)))
A (Cs(z1, w2, 23) = (2T (1) VT (22) VT (23)))

Zu jedem Pridikat P der Form 35 Vz ¢(z,G,S) aus SNP kann ein

Maximierungsproblem maxP formuliert werden:
max |{z | (2., 5))]

MAX-SNP ist die Menge aller Maximierungsprobleme maxP, die sich in
dieser Form beschreiben lassen (siehe [32]). Analog ist MAX-NP die Klasse
der Maximierungsprobleme, die in der Form

mgx\{x | 3y (2, y, G, 9)}

beschrieben werden kénnen. Die Maximierungsprobleme in MAX-SA/P und
MAX-NP sind NP-Optimierungsprobleme. Fiir ein Problem II in MAX-
SNP der Form maxg |[{z | ¢(x, G, S)}| entspricht die Menge der G den In-
stanzen des Optimierungsproblems. Die Menge der S entspricht den mogli-
chen Losungen. Das Maf3 einer Losung S einer Instanz G ist die Kardinalitét
der Menge {z | Jy ¥(z,y,G, 5)}, d.h.

(G, 5) = Ha |y d(z,y, G, 5)}

Néheres zur Klassifizierung von Optimierungsproblemen anhand ihrer lo-
gischen Darstellung ist in Neuber [29] zu finden.

Papadimitriou und Yannakakis zeigen, dass es Probleme gibt, die voll-
standig fiir MAX-SNP beziiglich so genannter L-Reduktionen sind.

Definition 5.9 (L-Reduktion, Papadimitriou et al. [32]) Seien Il und
Il zwei Optimierungsprobleme. Dann heifit 11 L-reduzierbar auf II' (II <p,
IT'), wenn es zwei in polynomieller Zeit berechenbare Funktionen f1: 1 — I,
fa i sol(I') x I — sol(I) und Konstanten 1,72 > 0 gibt, so dass fir jede
Instanz X € I von I1 gilt:
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(i)  fi1 erzeugt eine Instanz f1(X) = X' von II'" mit opt(X') < 1 -
opt(X).

(i)  Fir eine Losung L' von X' berechnet fo eine Losung L = fo(L', X)
von X, so dass |pu(X, L) —opt(X)| < 7o - |/ (X', L") — opt(X')| gilt.

MAX-3SAT ist nicht nur APX-vollstéindig beziiglich PTAS-Reduktion,
sondern auch MAX-SNP-vollstindig beziiglich L-Reduktion (siehe [32]).
Gilt IT <p, I, so gilt auch II <prag II". Die Umkehrung gilt jedoch nicht.

Bei L-Reduktionen — genau wie bei PTAS-Reduktionen — liefert ein Ap-
proximationsalgorithmus fiir IT" einen Approximationsalgorithmus fiir IT. Aus
II <, II'und IT" € APX (bzw. II' € PT AS) folgt also, dass auch IT in APX
(bzw. in PT.AS) enthalten ist.

Fiir jedes MAX-SN P-vollstindige Problem II gibt es zwei Konstanten
oqp > eg > 1, so dass es eine dp-Approximation fiir IT gibt und aus einer
en-Approximation fiir IT sofort NP = P folgen wiirde (Arora [4]). Unter der
Annahme NP # P gilt daher MAX-SN'P & PTAS.

Da jedes Problem in MAX-SA/P eine d-Approximation besitzt, gilt folg-
lich MAX-SNP C APX. Weil MAX-SNP aber keine Minimierungsproble-
me enthilt, gilt PO € MAX-SNP. Daher kann MAX-SNP nicht in die
Hierarchie (5.1) eingeordnet werden.

Um dennoch MAX-SNP und APX vergleichen zu kénnen, betrachten
wir den Abschluss von MAX-SNP unter PTAS-Reduktionen. Den Abschluss
einer Komplexitatsklasse C unter einer Reduzierbarkeit R bezeichnen wir mit
Cr. Er ist wie folgt definiert:

Cr:={IIFI' eC: I <z II'}
Khanna und andere zeigen in [28], dass

MAX—SNPPTAS = MAX—NPPTAS == APX

ist.
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6 Eine untere Approximierbarkeitsschranke
fir MIN-BMSA

Inhalt dieses Kapitels ist ein Beweis fiir die MAX-SNP-Hérte von MIN-
BMSA sowie fiir eine untere Schranke fiir die Approximierbarkeit dieses Pro-
blems.

Dazu betrachten wir zunéchst das Problem MAX-Ek-Lin2.

Definition 6.1 (MAX-Ek-Lin2) Sei ({1,—1},-) die zweielementige mul-
tiplikative Gruppe {1,—1} und k > 2. Sei weiterhin G = {G1,... ,G:} eine
Multimenge linearer Gleichungen mit jeweils genau k Variablen diber den Va-
riablen Ty, ..., 2., Gi=xj, T4, . X4, = G, Jig €{1,... 1} firl <i <t
und 1 < q < k. Dabei ist die rechte Seite der Gleichung a; € {1, —1} eine
Konstante. MAX-Ek-Lin2 ist das Optimierungsproblem, die mazimale An-
zahl gleichzeitig erfiillbarer Gleichungen zu bestimmen.

Hastad zeigt in [22], dass MAX-Ek-Lin2 fiir £ > 3 nicht mit Giite 2 — €
(fiir beliebige € > 0) approximiert werden kann, es sei denn NP = P.

Eine eingeschréankte Version dieser Optimierungsprobleme ist MAX-Ek-
neg-Lin2.

Definition 6.2 (M AX-Ek-neg-Lin2) MAX-Ek-neg-Lin2 ist das Optimie-
rungsproblem, zu einer Instanz von MAX-Ek-Lin2, bei der nur rechte Seiten
a; = —1 vorkommen, die maximale Anzahl gleichzeitig erfiillbarer Gleichun-
gen zu bestimmen.

Eine Instanz von MAX-Ek-neg-Lin2 bzw. MAX-Ek-Lin2 mit ¢ Gleichun-
gen heifit n-erfiillbar fiir eine reelle Zahl n mit 0 < n < 1, falls n - ¢t die ma-
ximale Anzahl gleichzeitig erfiillbarer Gleichungen ist. Hastad zeigt in [22],
dass es fiir jedes € > 0 N'P-hart ist, (5 + €)- und (1 — ¢)-erfiillbare Instanzen
von MAX-E3-Lin2 zu unterscheiden.

In Abschnitt 6.1 werden wir MAX-E3-Lin2 auf MAX-E2-neg-Lin2 redu-
zieren um eine untere Schranke fiir die Approximierbarkeit dieses Problems
Zu zeigen.

Um die MAX-SNP-Hirte von MIN-BMSA zu zeigen, reduzieren wir in
Abschnitt 6.2 zundchst MAX-Cut auf MAX-E2-neg-Lin2. Papadimitriou und
Yannakakis zeigen in [32], dass MAX-Cut MAX-SN P-vollstindig ist.

Definition 6.3 (MAX-Cut) FEine Instanz von MAX-Cut ist ein ungerich-
teter Graph G = (V, E). Eine Lisung dieses Problems ist eine Partition von
V' in zwei Mengen Vi und Vy (d.h. ViNVa =0 und ViU Vo =V ). Ziel ist es,
die Anzahl der Kanten zwischen Vi und Vo zu maximieren.
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AnschlieBend werden wir in Abschnitt 6.3 MAX-E2-neg-Lin2 auf MIN-
BMSA reduzieren und damit zeigen, dass dieses Problem MAX-SN P-hart
ist. Des Weiteren folgt aus dieser Reduktion eine untere Schranke fiir die
Approximierbarkeit des Problems.

Da MIN-WMSA eine Verallgemeinerung von MIN-BMSA ist, gelten diese
Resultate auch fiir dieses Problem.

MIN-WMSA ist approximierbar mit Giite O(log?(n)), wobei n die Anzahl
der Sequenzen ist (siche Wu et al. [44]). Da MIN-BMSA eine Einschrénkung
von MIN-WMSA ist, gilt diese obere Schranke auch fiir MIN-BMSA.

In Kapitel 7 werden wir zeigen, dass MIN-BMSA und MIN-WMSA mit
gleicher Giite approximiert werden kénnen.

6.1 Eine Approximierbarkeitsschranke fiir MAX-E2-
neg-Lin2

Wir werden nun MAX-E3-Lin2 auf MAX-E2-neg-Lin2 reduzieren. Sei dazu
G = {Gy,...,G;} eine Multimenge von Gleichungen iiber Variablen V =
{z1, ..., 2.} Sei Gi=xj,, - xj,, - xj,, = a; mit a; € {—1,1}.

Wir konstruieren nun eine Instanz G’ von MAX-E2-neg-Lin2 mit 22 - ¢
Gleichungen und 4 -t 4+ 2 - r + 2 Variablen. Die Reduktion dhnelt Hastads
Reduktion von MAX-E3-Lin2 auf MAX-E2-Lin2 in [22]; Hastad verwendet
dabei Techniken von Trevisan und anderen aus [38] zur Konstruktion solcher
Reduktionen.

Die Menge der Variablen von G’ sei V' und gegeben durch

V= {z],2; 1 <j <ryU{z", 27} U{pi1, pi2 pis pill <i <t}
Man beachte: Falls eine Gleichung y - ¢y’ = —1 durch eine Belegung erfiillt
wird, dann wird sie auch durch die negierte Belegung erfiillt. Daher nehmen
wir im weiteren ohne Einschrinkung an, dass z* der Wert 1 zugewiesen wird.

Wir interpretieren x; = x;. Ist 2] # 7, also 2] = x; = (- ), dann
heifit die Belegung variablen-konsistent fiir x;. Ist eine Belegung variablen-
konsistent fiir alle 7 = 1,...,r und gilt zusétzlich 2T # 27, so heifit die
Belegung variablen-konsistent.

Fiir eine Gleichung G;=z;, , - z;,, - zj,, = a; werden zunéchst folgende 12
Gleichungen erstellt:

S pg=—1 firq,¢ =1,2,3und q #¢
rpie =—1 firg=1,2,3

T pig =—1 firg=1,23

Ji,q
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Hinzu kommen im Fall a; = 1 die vier Gleichungen

2t pig=—1 fiir¢=1,2,3 und
Z o Piz = -1

und im Fall a; = —1 die vier Gleichungen

27 pig=—1 firg=1,2,3 und
zt *Diz = —1

Es folgen die drei Gleichungen

t T =
Ji1 xjm =—1
t T =
Ji,2 xjm =—1
+ - _
Ji,3 Ji,3 1

und schlieflich drei Gleichungen der Form
2tz =—1.

Die fiir eine Gleichung G; € G erstellten 22 Gleichungen heiflen Représenta-
tion dieser Gleichung.

Durch die letzten sechs Gleichungen wird sichergestellt, dass entweder
:E;L # x; und z* # 27 gilt, oder eine grosse Anzahl von Gleichungen nicht
erfiillt ist. G’ enthélt 3 - ¢ Gleichungen der Form 2" - 2= = —1. Sei n; die
Anzahl der Vorkommen von z; in G, dann enthélt G’ n;-mal die Gleichung
ol -xy = -1,

Zunichst zwei Lemmata iiber die Anzahl der gleichzeitig erfiillbaren Glei-

chungen in G'.

Lemma 6.4 Sei eine Belegung der VariablenV gegeben. Wir setzen 2~ = —1
und :c]* = (—x;) = z;. Dann kann man es durch Belegen von p;1, pi2, Pi3
und p; . erreichen, dass 18 bzw. 16 Gleichungen der Reprdsentation von G
gleichzeitig erfillt sind, falls G; durch die Belequng der x1, ... ,x, erfillt bzw.
nicht erfillt wird. Es ist in beiden Fdllen nicht mdglich, mehr Gleichungen
der Reprdsentation von G; zu erfiillen.

Beweis: Das Lemma kann durch Ausprobieren aller 16 moglichen Belegun-
gen von p; 1, pi2, Pi,;3 und p; . bewiesen werden.
Exemplarisch behandeln wir an dieser Stelle den Fall, dass eine Gleichung
Tj, . Tj, * Tj,, = 1 durch die Belegung w;,, = z;,, = x;, , = 1 erfiillt wird.
Wir setzen p;1 = pi2 = pi3 = i = —1. Dann sind die sechs Gleichun-

gen xzq ‘pigy = —1 (¢ # ¢ und ¢,¢ = 1,2,3) erfiillt. Des Weiteren sind
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+

ji,q
drei Gleichungen z* - p; , (¢ = 1,2, 3). Schliefilich sind sowohl die drei zu der
Reprisentation gehorenden Gleichungen 27 -2~ = —1, als auch fiir ¢ = 1,2, 3

die Gleichung qu =1 ebenfalls erfiillt. Insgesamt werden durch die

gewdhlte Beleguﬁg von pi1, Di2, Pi3, Pi» 18 Gleichungen erfiillt. [ |

die drei Gleichungen z! -p;, = —1 (¢ = 1,2, 3) erfiillt. Hinzu kommen die

Erfiillt eine Belegung von V g der ¢ Gleichungen aus G, dann erfiillt die
entsprechende variablen-konsistente Belegung von V' bei geeigneter Belegung
der p; 1, pig, pigund p; . (i=1,...,t) 16-t+2-g Gleichungen von G'. Werden
umgekehrt durch eine variablen-konsistente Belegung von V' 16 -t + 2 - g
Gleichungen aus G’ erfiillt, so erfiillt die korrespondierende Belegung fiir V ¢
Gleichungen aus G.

Lemma 6.5 Aus einer beliebigen Belequng der Variablen V', die ¢’ Glei-
chungen aus G erfillt, kann in polynomueller Zeit eine variablen-konsistente
Belegung konstruiert werden, die mindestens g’ Gleichungen erfiillt.

Beweis: Angenommen, es gilt 2+ = 2~. Dann werden 3 - t Gleichungen der
Form z" - 27 = —1 nicht erfiillt. Wir setzen 2~ = (—z%1). Dann werden alle
diese 3-¢ Gleichungen zusétzlich erfiillt. Andererseits kommt z;" in héchstens
3 - t weiteren Gleichungen vor. Es gibt also maximal 3 - ¢ Gleichungen, die
nun nicht mehr erfiillt sind. Insgesamt verringert sich deshalb die Anzahl der
erfiillten Gleichungen durch die Anderung nicht.

Nehmen wir nun an, fiir ein 5 gilt x;r = z; . Dann sind die n; Gleichungen
:L‘;r -x; = —1 nicht erfillt. Wir setzen z; = (—x;r) Durch diese Verdnderung
der Belegung werden nun alle oben genannten n; Gleichungen erfiillt. An-
dererseits kommt z; in hochstens n; weiteren Gleichungen vor. Es gibt also
maximal n; Gleichungen, die nun nicht mehr erfiillt sind, obwohl sie von der
urspriinglichen Belegung erfiillt wurden. Insgesamt wird deshalb die Anzahl
der erfiillten Gleichungen durch die Anderung nicht kleiner.

Auf diese Weise kann sukzessiv ein variablen-konsistentes Alignment kon-
struiert werden. Die Anderungen kénnen offensichtlich in polynomieller Zeit
durchgefiihrt werden. [ |

Mit diesen Lemmata kann das folgende Theorem bewiesen werden.

Theorem 6.6 FEs ist fiir jedes e > 0 N'P-hart, (% — e)- und (;—; + e)-erﬁill—
bare Instanzen von MAX-E2-neg-Lin2 zu unterscheiden.

Beweis: Eine Instanz von MAX-E3-Lin2 mit ¢ Gleichungen ist n-erfiillbar
genau dann, wenn die zugehorige Instanz von MAX-E2-neg-Lin2 %—
erfiilllbar ist. Da es fiir jedes & > 0 N'P-hart ist, zwischen (1 —¢)- und
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(% + & ) -erfiillbaren Instanzen von MAX-E3-Lin2 zu unterscheiden und MAX-
E3-Lin2 in polynomieller Zeit auf MAX-E2-neg-Lin2 reduziert werden kann,

(Lie)).
ist es ebenfalls N/P-hart, W- und W—erﬁﬂlbme Instanzen
von MAX-E2-neg-Lin2 zu unterscheiden. Wir setzen £ = 11 - € und erhalten

die Behauptung. [ |

Aus Theorem 6.6 folgt sofort eine untere Schranke fiir die Approximier-
barkeit von MAX-E2-neg-Lin2.

Korollar 6.7 Unter der Annahme N'P # P gibt es keine (}—g — e) -Approzi-

mation fir MAX-E2-neg-Lin2. [ |

6.2 MAX-E2-neg-Lin2 ist MAX-SN P-vollstindig

Mittels Reduktion von MAX-Cut werden wir nun beweisen, dass MAX-E2-
neg-Lin2 MAX-SN P-vollstéindig ist.

Sei G = (V, F) eine Instanz von MAX-Cut. Die Variablen V' = {0|v € V'}
der zu konstruierenden Instanz von MAX-E2-neg-Lin2 ergeben sich aus V.
Fir jede Kante {u,v} € E erstellen wir eine Gleichung u - v = —1, die
Gleichungen sind also gegeben durch G’ = {u -0 = —1|{u,v} € E}.

Sei nun eine beliebige Belegung der Variablen gegeben. Wir interpretieren
v=1alsv e Viund v = —1 als v € V,. Man erkennt, dass die Anzahl der
erfiillten Gleichungen aus G’ gleich der Anzahl der Kanten zwischen V; und
V5 ist. Damit kann das folgende Theorem bewiesen werden.

Theorem 6.8 MAX-E2-neg-Lin2 ist MAX-SN P-vollstindig.

Beweis: In [32] wird gezeigt, dass MAX-Cut MAX-SN P-vollstindig ist.
Wir zeigen MAX-Cut <; MAX-E2-neg-Lin2.

Algorithmus f; (siehe Definition 5.9) ist durch die Konstruktion von G’
gegeben. Wahle v; = 1, dann gilt nach Konstruktion die Ungleichung

opt(G') < 71 - opt(G).

Algorithmus fy erhélt als Eingabe eine Belegung der Variablen V', die
g der |E| Gleichungen erfiillt, und erzeugt eine Partition Vj, V;, wie dies
oben beschrieben wurde. Dann ist die Anzahl der Kanten zwischen Vj und
Vi gerade g. Fiir 75 = 1 gilt also die Ungleichung

lg — opt(G)| < 72 - |g — opt(G')]
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wegen opt(G) = opt(G’). Damit ist gezeigt, dass MAX-E2-neg-Lin2 MAX-
SNP-hart ist.

Es muss nun noch gezeigt werden, dass das Problem auch in MAX-SN'P
enthalten ist. Dies ist der Fall, weil MAX-E2-neg-Lin2 sich in der Form

max {(j, k, 1)|G(j, k, 7)) A ((P(5) A =P (k) V (=P(G) A P(K)))}

beschreiben 1a8t. Dabei ist G(7, k,7) genau dann wahr, wenn die Gleichung
G, die Form z; -, = —1 hat. P(j) ist genau dann wahr, wenn x; = 1 gesetzt
wird. B

6.3 MIN-BMSA ist MAX-SAN P-hart

In diesem Abschnitt werden wir MAX-E2-neg-Lin2 auf MIN-BMSA redu-
zieren, um zu zeigen, dass MIN-BMSA MAX-SNP-hart ist. Sei dazu G =
{G1,...,G;} eine Multimenge linearer Gleichungen iiber den Variablen V =
{x1,... 2.}, wobei die Gleichungen die Form G;=x;, , - x;,, = —1 haben.

Aus G konstruieren wir Sequenzen § = {Z} U{X;|j = 1,...,r} U
{Y;1,Yiali =1,... ,t} tiber dem Alphabet ¥ = {e, 0, x}. Sei

/ = 000O0O0O O O.

Z hat die Lange 8 und wird als Kontrollsequenz verwendet. Seien

X, = @o0o0o0o0o0o0o0e

fir j =1,...,r. X, hat die Lange 9 und représentiert den Wert der Variablen
x; € V. Wir konstruieren jeweils Sequenzen Y;; und Y, fiir ¢ = 1,... ¢,
wiederum mit der Lénge 9.

Y1 = e@ocoxoXxooe

)/iQ — @ 000 X O0O0OOoO e

Y; 1 reprasentiert den Wert der ersten, Y; o den Wert der zweiten Variable der
Gleichung G; € G.
Die Kostenfunktion ist wie folgt gegeben:

L [ —[elo[x]
01|25
e||1/0]1]4
o210 3
5141310




Ferner sei die Gewichtsmatrix W = (wy 7)1 jes gegeben durch

falls I =Y;; und J =Y, 5 oder umgekehrt,

falls I = Z und J =Y, , oder umgekehrt (¢ = 1,2),
falls I = Y;, und J = X, = oder umgekehrt (¢ = 1,2),
sonst.

O~ = =

Die Menge S; := {Yj1,Yi2, X}, ,Xj,,} heiit Représentation der Glei-
chung G;. Man beachte, dass eine Sequenz X; im Allgemeinen in mehreren
Représentationen enthalten ist. Ist z; die g-te Variable in der Gleichung G,
so sagen wir, dass Y; , zu z; gehort.

Fiir ein Alignment A = {S|S € S} von S bezeichnet D;(A) die Ko-
sten der Gleichung G;, d.h. die gewichteten Kosten des durch A induzierten
Alignments von S; U{Z}. D;(A) ist gegeben durch

D,(.A) = D(Y/i,l’ in,l) + D(Y/i,Q’ in,z) + D({/Z}l? }/i,Q) +
D(Yfz‘,laz) +D(5~/¢,272)-

Wie man erkennt, gilt aufgrund der Struktur der Gewichtsmatrix

Duw(A) = 3 Dw(S;U{Z}A) = 3 DilA).

Die Sequenzen S und die Gewichtsmatrix W koénnen in polynomieller Zeit
erstellt werden.

Definition 6.9 (variablen-konsistentes Alignment) Ein Alignment A =
{S|S € S8} von S heifit variablen-konsistent beziiglich einer Belegung der
Variablen V, falls nach Eliminierung aller Gap-Spalten gilt:

(i) Z=-7-

g = | X;— fallsx; = -1
(W) X;= { —X; fallsz; =1

oo Yig— fallsxy = -1
(ZZZ) Yz,q - { _YLq falls T, = 1

FEin Alignment heif$st variablen-konsistent, falls eine Belegung existiert, so
dass A variablen-konsistent beziiglich dieser Belequng ist.

Variablen-konsistente Alignments konnen wie folgt einfacher charakteri-
siert werden.
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Fakt 6.10 Ein Alignment ist genau dann variablen-konsistent, wenn fiir alle
1=1,...,t und ¢ = 1,2 Folgendes gilt:

(E1) Es korrespondiert entweder nur Y;,[1] oder nur Y;,[9] mit einem
Gap in Z und

(E2) es korrespondiert kein Zeichen von Y; 4 mit einem Gap in X, .

Beispiel 6.11 Sei G = {G1} und G1=x1 - x5 = —1. Gy ist fir x; = —1
und xo = 1 erfillt. Das zugehorige variablen-konsistente Alignment sieht
folgendermaflen aus:

Y1 = @ oo XoXooe -
}7172:70000 0o oo e
X, = ec0o0o0o000o0 e -
X, = - e0000000 @
Z = -~0o0000000

Zu beachten ist die funktionale Region des Paares {Y;1,Y;}, die in dem
obigen Diagramm grau unterlegt ist. Représentieren Y; ; und Y; » den gleichen
Wert, dann ist zj, , - x;,, = 1, d.h. die Gleichung G; wird durch die Belegung
nicht erfiillt. In diesem Fall liefert die funktionale Region Kosten 9:

X o0 X
o X O

Représentieren Y;; und Y o verschiedene Werte, wird also G; durch die Va-
riablenbelegung erfiillt, so liefert diese Region Kosten 3:

X o X
o X O

Insgesamt liefert ein Paar {Y;,Y; 2} Kosten 9, falls Y;; und Y; 5 den gleichen
Wert repréasentieren und Kosten 7, falls sie unterschiedliche Werte représen-
tieren.

Y; 1 enthalt zwei “x”, wéhrend Y; o nur ein “x” enthélt. Daher liefert ein
variablen-konsistentes Alignment Kosten 8 fiir jedes Paar {Y; 1, Z} und 5 fiir
jedes Paar {Y; 2, Z}. Ein Paar {Y;1, X}, , } liefert Kosten 6, wéhrend ein Paar
{Yi2, Xj,,} nur Kosten 3 liefert.

Sei eine Belegung gegeben, die g der t Gleichungen erfiillt. Ein Alignment
A, das variablen-konsistent beziiglich dieser Belegung ist, liefert Kosten in
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Hohe von

8-t 5-1 6-1 1
~~ + ~~ + ~~ + &,./ +
t Paare {Y;1,Z} t Paare {Y;2,Z} ¢ Paare {Yi,hin’l} t Paare {3/1'727in’2}
9-(t—g) + 79
——
nicht erfiillte Gleichungen  erfiillte Gleichungen
— 31.t-2.g.

Es ist also D;(A) = 29, falls G; durch die Belegung erfiillt wird, und
D;(A) = 31, falls die Gleichung nicht erfiillt wird. Umgekehrt gilt, dass die
durch ein variablen-konsistentes Alignment mit Kosten 31 -t —2- g repréisen-
tierte Belegung g Gleichungen erfiillt.

Die folgenden beiden Lemmata werden fiir den Beweis von Lemma 6.14
benoétigt, in dem gezeigt wird, dass aus einem Alignment mit Kosten 31-t—2-¢
effizient ein variablen-konsistentes Alignment mit hochstens diesen Kosten
berechnet werden kann.

Lemma 6.12 Ein Paar {Y;1, Z} bzw. {Y,2, Z} liefert gewichtete Kosten 8
bzw. 5, falls (E1) erfillt ist. Jedes Alignment von {Y; 1, Z} bzw. {Y;2, Z}, das
(E1) nicht erfiillt, liefert mindestens Kosten 10 bzw. 7.

Beweis: Ein Alignment des Paares {Y; 1, Z} bzw. {Y; 2, Z}, das (E1) geniigt,
liefert offensichtlich Kosten 8 bzw. 5.

Wir betrachten nun ein Alignment von {Y;;, Z}, das (E1) nicht erfiillt.
Dann gibt es zwei Fille. Im ersten Fall korrespondiert weder Y;;[1] noch
Y;1[9] mit einem Gap in Z. Dann muss mindestens eines der iibrigen Zeichen
Yii[2],...,Y;1[8] von Y;; mit einem Gap in Z korrespondieren. Im zweiten
Fall korrespondiert mindestens eines der Zeichen Y; ;[1] und Y;;[9] mit einem
Gap in Z. Da (E1) nicht erfiillt ist, gibt es mindestens ein Zeichen in Z,
dass mit einem Gap in Y;; korrespondiert. Insgesamt korrespondiert also
mindestens eines der Zeichen Y; 1[2], ..., Y;1[8], Z[1], ... , Z[8] mit einem Gap
in der jeweils anderen Sequenz.

Wir unterscheiden wiederum zwei Félle. Korrespondiert ein “x” aus Y;
mit einem Gap in Z, so hat das Alignment mindestens Kosten 5 fiir dieses
“x” plus 3 fiir das andere “x” plus jeweils 1 fiir die beiden “e”, also insgesamt
mindestens Kosten 10. Anderenfalls korrespondiert ein “o” mit einem Gap
in der anderen Sequenz. Das Alignment hat dann mindestens Kosten 2 fiir
dieses “o” plus jeweils 3 fiir die beiden “Xx” plus jeweils 1 fiir die beiden “e”,
also insgesamt auch mindestens Kosten 10.

Die Argumentation fiir ein Alignment von {Y; o, Z} ist dhnlich; der einzi-

ge Unterschied ist, dass nur ein “x” in Y; » zu beachten ist. [ |
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Lemma 6.13 Ein Alignment des Paares {Y;1, Xj, | } baw. {Y;2, Xj,,} liefert
Kosten 6 bzw. 3, falls (E2) erfiillt ist.

Jedes Alignment von {Y;1, X, } bzw. {Yi2, Xj,,}, das (E2) nicht erfiillt,
liefert mindestens Kosten 8 bzw. 5.

Beweis: Ein Alignment eines Paares {Y; 1, Xj, |} bzw. {Yi2, Xj,,}, das (E2)
geniigt, liefert offensichtlich Kosten 6 bzw. 3.

Wir betrachten nun zunéchst den Fall, dass ein Alignment von {Y; 1, Xj, | }
(E2) nicht erfiillt. Dann korrespondiert mindestens ein Zeichen aus Y;; mit
einem Gap in X, | und mindestens ein Zeichen aus X}, | mit einem Gap aus
Yii.

Wir unterscheiden zwei Fille. Korrespondiert ein “x” aus Y; ; mit einem
Gap in X, ,, so liefert das Alignment mindestens Kosten 5 fiir dieses “x”
und mindestens Kosten 3 fiir das andere “x”. Insgesamt ergeben sich also
mindestens Kosten 8.

Korrespondiert kein “x” aus Y;; mit einem Gap in Xj, , so liefert zum
einen das Zeichen aus Y1, das mit einem Gap in X}, | korrespondiert, minde-
stens Kosten 1, zum anderen liefert das Zeichen aus X, |, das mit einem Gap
in Y;; korrespondiert, ebenfalls mindestens Kosten 1. Hinzu kommen jeweils
Kosten 3 fiir die beiden “x”, also insgesamt wieder mindestens Kosten 8.

Die Argumentation fiir ein Alignment von {Y;,, X, ,} verlauft analog, es

ist jedoch nur ein “x” in Y; 5 zu beriicksichtigen. [ |

Man kann leicht nachrechnen, dass ein optimales Alignment von Y;; und
Y; o Kosten 7 hat.

Das folgende Lemma sagt aus, dass aus einem beliebigen Alignment effi-
zient ein variablen-konsistentes Alignment mit kleineren oder gleichen Kosten
berechnet werden kann. Dazu wird die Tatsache verwendet, dass Alignments,
bei denen Paare von Sequenzen gegen (E1) oder (E2) verstoBen, wegen Lem-
ma 6.12 und Lemma 6.13 deutlich hohere Kosten liefern.

Lemma 6.14 Aus einem beliebigen Alignment A kann in polynomieller Zeit
ein variablen-konsistentes Alignment A" mit Dy (A') < Dw (A) konstruiert
werden.

Beweis: Sei A ein beliebiges Alignment von S.

Sei I die Menge aller der Indizes 1, fiir die alle Sequenzen aus S; (E1) bzw.
(E2) gentigen. Dies impliziert eine Belegung der Variablen V; := {z;|3i € I :
X;€81CV.SeiI={1,...,n}\I. Daes fiir alle i € I in S; eine Sequenz
Y;,, gibt, die (E1) oder (E2) nicht geniigt, gilt fiir alle i € T wegen Lemma 6.12
und Lemma 6.13 D;(.A) > 31.
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Wir richten fiir alle ¢ € T alle Y 4, die zu einer Variable z; € V; gehoren,
entsprechend der Belegung von x; aus.

Nun weisen wir allen Variablen aus V; = V \ V; einen beliebigen Wert zu
und richten die entsprechenden X; und Y;, danach aus.

Sei A’ das durch diese Transformationen erhaltene Alignment. Dann gilt
fiir i € I Di(A") = D;(A) und fiir i € T D;(A’) < 31 < D;(A). Damit gilt
Dy (A") < Dy (A).

A’ ist nach Konstruktion variablen-konsistent und kann in polynomieller
Zeit aus A berechnet werden. |

Damit kann nun die MAX-SN P-Hirte von MIN-BMSA bewiesen werden.
Theorem 6.15 MIN-BMSA ist MAX-SNP-hart.

Beweis: Wir zeigen MAX-E2-neg-Lin2 <; MIN-BMSA.

Algorithmus f; (siehe Definition 5.9) ist gegeben durch die Konstruktion
der Sequenzen § aus den Gleichungen G.

Eine Gleichung aus G wird von 2 der 4 moglichen Variablenbelegungen
erfiillt. Eine zufélle Belegung der Variablen V erfiillt daher im Mittel die
Hélfte der Gleichungen aus G. Deshalb gibt es fiir jede Multimenge G von ¢
Gleichungen eine Belegung, die & Gleichungen erfiillt. Es ist also opt(G) > £.
Andererseits kann immer ein Alignment von § mit gewichteten Kosten 31 - ¢
gefunden werden, daher ist opt(S) < 31-¢. Wir setzen v = 62, dann gilt die
Ungleichung

t
opt(S) <31+t =m-5 <7 -opt(G).

Algorithmus fs ist durch die Transformation aus Lemma 6.14 gegeben.
Er konstruiert aus einem Alignment A von & mit Kosten 31 -t — 2 - g in
polynomieller Zeit eine Belegung fiir V, indem er aus A ein Alignment A’
mit Dy (A) =31-t—2.-9g < 31-t—2-§ = Dw(A) konstruiert, das
variablen-konsistent beziiglich dieser Belegung ist. Aufgrund der Eigenschaf-
ten variablen-konsistenter Alignments erfiillt die Belegung g > g Gleichun-
gen. Wir setzen vy, = %, dann gilt

lg—opt(G)] = 72-]2-9g—31-t—(2-0pt(G) —31-1)
= 72-[31-t—2-g—opt(S)|
= 72 |[Dw(A) — opt(S)]

Y2 - |Dw(A) — opt(S)|.

Damit ist MAX-E2-neg-Lin2 <; MIN-BMSA bewiesen. Mit Theorem 6.8 er-
gibt sich die Behauptung. |

A\
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Mit der beschriebenen Konstruktion kann auch eine untere Schranke fiir
die Approximierbarkeit von MIN-BMSA bewiesen werden.

Theorem 6.16 Unter der Annahme NP # P gibt es fiir beliebige € > 0

keine (% — e) -Approximation fiir MIN-BMSA.

Beweis: Eine Instanz von MAX-E2-neg-Lin2, die aus ¢ Klauseln besteht,
ist n-erfiillbar genau dann, wenn die zugehorige Instanz von MIN-BMSA ein
Alignment mit Kosten (31 —2-7n) - ¢ besitzt.

Angenommen,1 8MIN—BMSA besitzt eine (% — e)—Approximation fiir ein

e > 0. Sei eine (ﬁ — 5)—erfﬁllbare Instanz von MAX-E2-neg-Lin2 gegeben.

Dann hat das optimale Alignment der zugehorigen Instanz von MIN-BMSA
Kosten (31 —2- (2% —¢)) -t = 22 . ¢ und es kann mittels der (322 —¢)-
Approximation immer ein Alignment berechnet werden, dass héchstens Ko-
sten (% — e) . 325’1% -t =: K besitzt. Dabei ist £ =22 - £.

Wir betrachten andererseits eine % + -erfiillbare Instanz von MAX-E2-

neg-Lin2. Jedes Alignment der zugehorigen Instanz von MIN-BMSA hat min-

destens Kosten (31 —2- (£ +¢)) -t = 2= .t = K,.

Es gilt nun
K1 < K2
324 323+€ 324§
= (@ - 6) : o < T :';32
_ — . —_ .E
= §=%¢ < % Grmse

Wir wéhlen ¢ beliebig mit 0 < £ < % 5 4:;33;235 Dann konnen mit Hilfe der
(% — e)-ApprOXimation fiir MIN-BMSA (% — {)— und (% + {)—erﬁﬂlbare
Instanzen von MAX-E2-neg-Lin2 unterschieden werden. Hieraus folgt nach

Theorem 6.6 NP = P. [ |

Da MIN-WMSA eine Verallgemeinerung von MIN-BMSA ist, ergeben sich
sofort die folgenden beiden Korollare.

Korollar 6.17 MIN-WMSA ist MAX-SNP-hart. [ ]

Korollar 6.18 Unter der Annahme NP # P gibt es fiir beliebige € > 0

keine (% — e) -Approximation fir MIN-WMSA. |
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7 Reduktion von MIN-WMSA auf
MIN-BMSA

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass MIN-WMSA und MIN-BMSA
gleiche Approximierbarkeitseigenschaften besitzen, d.h. eine A\-Approxima-
tion fiir MIN-BMSA liefert eine A-Approximation fiir MIN-WMSA und eine
untere Schranke fiir die Approximierbarkeit von MIN-WMSA ist auch eine
untere Schranke fiir die Approximierbarkeit von MIN-BMSA. Die Umkehrun-
gen dieser Eigenschaften gelten auch, da MIN-WMSA eine Verallgemeinerung
von MIN-BMSA ist.

Wir zeigen nun, wie zu einer Instanz von MIN-WMSA eine Instanz von
MIN-BMSA konstruiert werden kann. Seien dazu & = {S1,...,S,} Sequen-
zen {iber L und W = (ws; 5, )} 41 = (W) k)] 4=, eine Gewichtsmatrix. Sei [ das
Maximum der Sequenzléingen und d,,,x das Maximum der Kostenfunktion d.

Wir konstruieren eine Menge von Sequenzen S’ wie folgt. Sei K := 2 -
dmax + 1. Fiir jede Sequenz S; € S erstellen wir K Kopien 77 (v =1,... , K
dieser Sequenz. Erstelle weiterhin fiir £ = 1,... ,n je w;; Kopien Sf’e (0=
1, c. ,ijg).

Die Gewichtsmatrix W’ = (w} ;)1 ses' ist gegeben durch

1 falls I = S5 und J = 577,
wpy =4 1 falls [ = Sf’e und J = T} oder umgekehrt,
0 sonst.

Die Eingabeléinge N der Instanz von MIN-WMSA erfiillt die Ungleichung

NZQ(n-lJriwj,kJr Zd(%y))

.77k:1 $,yez

Andererseits kann die Eingabeldnge N’ der konstruierten Instanz von MIN-

BMSA durch

(. S

2
N <O 2 - PA1- Y0 wip+ (2 AT z;{k:le,k)

T. 5 e

abgeschitzt werden. N’ ist also nur polynomiell grofier als N.
Fiir die Beweise der néchsten beiden Lemmata benttigen wir die folgende
Definition.
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Definition 7.1 (Konsistentes Alignment, Block) Sei A’ = {I|] € &'}
ein beliebiges Alignment von §'. Dann heifit ein induziertes Alignment A’ =
{IlI = Sf’e oder I = T}} von A’ konsistent mit Block By, falls fiir alle
I'e A, I = B; git.

Sind alle A}, j = 1,...,n, konsistent mit Block Bj, dann heifst A" kon-

sistent. Ein konsistentes Alignment mit Blocken By, ..., B, induziert ein
Alignment B ={B,...,B,} von S.

Lemma 7.2 Mit den genannten Bezeichnungen gilt
Dy (S') < Dw(S).

Beweis: Wir zeigen, dass es zu jedem Alignment A von S ein Alignment A’
von &’ gibt, so dass Dy (A") = Dy (A).

Sei A = {A;,...,A,} ein beliebiges Alignment von S mit Kosten Dy (.A).
Dann sei A" = {I|] € S'} ein konsistentes Alignment von S’ mit Blocken
Ay, ..., A,. Fiir die Kosten von A’ gilt

wj k- D(Aj,A)

n n Wik K Z’j,k -
5k,0 s ok,0 &7j,0
D (A) = 3 DD > Y DS S
i=lk=10=1v=1"" > 1<j<k<n 9=1 >
—_ =D(A;,Ay)
= E ijg . D(Aj, Ak) = Dw(A)
1<j<k<n

Lemma 7.3 Sei A" ein Alignment von S’. Dann kann in polynomieller Zeit
ein Alignment B von S mit Dy (B) < Dy (A’) berechnet werden.

Beweis: Sei A’ = {I|I € 8’} ein beliebiges Alignment von S’ mit Kosten
Dy (A). )
Wir betrachten den Fall, dass fiir ein j Aé, nicht konsistent ist. Wir un-

terscheiden zwei Félle. Sind nicht alle ij’ gleich, so sei firv=1,... | K
n Wik ~ R
D, = D(S3,T7).
k=1 6=1

Wir wihlen © so, dass D; minimal unter allen D, ist, und setzen T;’ = Tj” fiir
alle v # U. Das so konstruierte Alignment hat gleiche oder geringere Kosten.
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Wir betrachten nun den Fall, dass ij’ = B;firaller =1,... , K ist. Dann

gibt es eine Sequenz 5’;’9 # B;. Diese Sequenz liefert mindestens Kosten 1 mit

jeder Sequenz T}f’ aufgrund der Definition der Kostenfunktion, also insgesamt
mindestens Kosten K. Wir setzen S;’e = B;. Dann liefert S;’e Kosten 0 mit

den Sequenzen Tj,” und maximal Kosten K mit der Sequenz 5’,{’9. Das so
konstruierte Alignment hat also gleiche oder geringere Kosten.

Auf diese Weise erhalten wir ein Alignment, das konsistent mit Blécken
By, ..., B, ist. Das induzierte Alignment B = {By,..., B,} von § hat Ko-
sten

wjyk
DB)= > wyu-D(BLB)= Y Y DS S < Dys(A).
1<j<k<n 1<j<k<n 6=1

Mit dieser Konstruktion kann nun das folgende Theorem bewiesen wer-
den.

Theorem 7.4 Ist MIN-BMSA \-approxzimierbar fiir eine Konstante A > 1,
dann ist auch MIN-WMSA \-approzimierbar.

Beweis: Sei (S, W) eine Instanz fiir MIN-WMSA. Wir erstellen (S, W) wie
beschrieben. Dann gilt nach Lemma 7.2 Dy (S’) < Dy (S). Da MIN-BMSA
A-approximiert werden kann, kann in polynomieller Zeit ein Alignment A’
von &' mit Dy (A") < - Dy (S’) berechnet werden. Nach Lemma 7.3 kann
aus A’ ein Alignment A berechnet werden, so dass gilt

Dy (A) < Dy (A) <X - Dy (S") < X+ Dy (S).
Daraus folgt die Behauptung. [ |
Aus Theorem 7.4 folgt umgekehrt, dass eine untere Schranke fiir die Ap-

proximierbarkeit von MIN-WMSA bereits eine untere Schranke fiir die Ap-
proximierbarkeit von MIN-BMSA darstellt.
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8 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde eine untere Schranke fiir die Approximierbarkeit
des gewichteten Multiple-Sequence-Alignment-Problems (MIN-WMSA) be-
wiesen, einer Verallgemeinerung des Multiple-Sequence-Alignment-Problems.
Des Weiteren wurde gezeigt, dass dieses Problem MAX-SA P-hart ist. Die-
se Resultate gelten sogar fiir das bindr gewichtete Multiple-Sequence-Align-
ment-Problem (MIN-BMSA), bei dem die Gewichte auf 0 und 1 beschrénkt
sind.

Es wurde auch gezeigt, dass jede untere Schranke fiir die Approximierbar-
keit von MIN-WMSA bereits eine untere Schranke fiir die Approximierbarkeit
von MIN-BMSA ist.

Eine offene Frage ist aber, ob diese beiden Probleme in AP X liegen, also
eine Approximation mit konstanter Giite besitzen. Mittels der Reduktion von
MIN-WMSA auf MIN-BMSA wurde gezeigt, dass entweder beide Probleme
in APX liegen oder keines der beiden. Die hier bewiesene untere Schranke
fiir die Approximierbarkeit von MIN-WMSA und MIN-BMSA ist allerdings
sehr weit von der besten bisher bekannten oberen Schranke fiir die Appro-
ximierbarkeit von MIN-WMSA von O(log®n) entfernt. Ein offensichtliches
Ziel ist es, diese Liicke zu verkleinern.

Interessant ist jedoch auch die Approximierbarkeit des ungewichteten
Multiple-Sequence-Alignment-Problems. Fiir dieses Problem ist bislang nur
eine obere Schranke bekannt (siehe Kapitel 4). Die Approximierbarkeit des
Multiple-Sequence-Alignment-Problems bezeichnen Jiang und andere in [24]
als eines der grofien offenen Probleme der Bioinformatik.
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