Gedetailleerde uitwerking van enkele uitspraken

Regel van Bayes

De redenering is als volgt. We interpreteren “De test is slechts voor negentig procent zuiver” als de twee (!) gegevens: een gebruiker wordt met een kans van 90% positief bevonden en bij een niet-gebruiker valt de test met kans 90% negatief uit oftewel de test geeft in beide situaties met kans 90% een correct antwoord.

Laat A de gebeurtenis zijn dat we een gebruiker aantreffen en laat B de gebeurtenis zijn dat de test pep-positief uitwijst. Dan berekenen we de voorwaardelijke kans dat we een gebruiker hebben, gegeven dat de test positief is bij deze persoon. In formule: P(A|B). Met de regel van Bayes luidt het antwoord
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Vaste groep van 0.1 N gebruikers en 0.9 N niet-gebruikers

De kans dat één deelnemer pep-positief is en dat die gebruiker is, is gelijk aan
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De kans dat één deelnemer pep-positief is en dat die niet-gebruiker is, is gelijk aan
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De eerste kans is 9 maal zo groot als de tweede. De kans dat de enige pep-positieve deelnemer tevens gebruiker is, is dus 9 maal zo groot als de kans op één pep-positieve deelnemer die tevens niet-gebruiker is. De (voorwaardelijke) kans dat de pep-positief bevonden deelnemer de gebruiker is, is derhalve hier gelijk aan 0.9.

Aselecte steekproef met en zonder teruglegging

We gaan uit van een populatie van 0.1 N gebruikers en 0.9 N niet-gebruikers. Neem een aselecte steekproef met of zonder teruglegging van omvang n: 
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 als de ie persoon een gebruiker is en 
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 als de ie persoon een niet-gebruiker is.

Vervolgens wordt deze groep getest. Laat 
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 als de ie persoon pep-negatief is.

Veronderstellingen

a. Gegeven 
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 onderling onafhankelijke stochastische variabelen (we testen de personen uit de steekproef afzonderlijk en onafhankelijk van elkaar).

b. De kansverdeling van Yi gegeven 
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 hangt alleen van xi af (het testresultaat van persoon i hangt alleen af van het al dan niet gebruiker zijn van deze persoon als de groep vast ligt).

c. 
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 als y = x en 0.1 als 
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 (de test geeft het correcte antwoord met kans 0.9 zowel bij een gebruiker als bij een niet-gebruiker).

Uit a en b volgt
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(1)

Merk verder op dat uit c volgt voor zowel x = 0 als x = 1
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(2)

zowel bij een aselecte steekproef met als bij een aselecte steekproef zonder teruglegging.

Er is één persoon pep-positief. Hoe groot is de kans dat hij gebruiker is? Noem deze persoon nummer 1 (eventueel hernummeren). De gevraagde kans is
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(3)

Aselecte steekproef met teruglegging

In dit geval zijn de stochastische variabelen 
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 onderling onafhankelijk. Met behulp hiervan krijgen we in combinatie met (1)
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De paren 
[image: image19.wmf])

,

(

,

),

,

(

1

1

n

n

Y

X

Y

X

K

 zijn onderling onafhankelijk! Dit is cruciaal. Onmiddellijk volgt voor de gevraagde kans, zie (3),
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Deze kans is ½, want 
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, zie (2). Verder wordt duidelijk dat de steekproefomvang n er niet toe doet. Het streepje op de e in de vraagstelling doet er hier ook niet toe. Immers, bij twee of meer pep-positieven blijft alles hetzelfde, bijvoorbeeld
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en ook
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, etc.

Aselecte steekproef zonder teruglegging

De kans dat als één deelnemer pep-positief blijkt te zijn hij daadwerkelijk gebruiker is, is groter dan ½ als de kans op één persoon pep-positief groter is in geval van een gebruiker dan bij een niet-gebruiker. Formeel ziet dat er zo uit. Omdat
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oftewel als
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Voor zowel x = 0 als x = 1 krijgen we, zie (2),
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Verder geldt (ga na!)
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en dus is de gevraagde kans groter dan ½ als
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Gegeven X1 = 1 hebben we bij het trekken van 
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 nog N – 1 personen over waarvan 0.9 N niet-gebruikers, terwijl als X1 = 0 we eveneens N – 1 personen over hebben maar dan met 0.9 N – 1 niet-gebruikers. De kans op 0 pep-positieven bij de personen 2, . . . , n zal dus in het eerste geval groter zijn dan in het tweede, omdat we bij X1 = 1 meer niet-gebruikers hebben en dus makkelijker allemaal pep-negatieven krijgen.

Het formele bewijs gaat fraai met stochastische ordening. Schrijf 
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Algemeen geldt: als U stochastisch groter is dan V (d.w.z. 
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 voor alle u met strikte ongelijkheid voor zekere u) en g een stijgende functie is, dan is 
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. Omdat er bij X1 = 1 meer niet-gebruikers zijn dan bij X1 = 0, is uiteraard 
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. Verder is 
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 een stijgende functie en dus volgt (4) onmiddellijk en is de kans dat als er één deelnemer pep-positief blijkt te zijn hij daadwerkelijk het pepmiddel heeft gebruikt, groter dan ½: antwoord c).

Opmerking

Diverse generalisaties zijn mogelijk. Laat p (0 < p < 1) de fractie niet-gebruikers zijn en laat p1 de kans op een correct antwoord van de test zijn bij een gebruiker en p2 de kans op een correct antwoord van de test bij een niet-gebruiker. De eenvoudigste generalisatie is p = p1 = p2. Een stap verder is te veronderstellen dat in totaal de kans op een correct antwoord van de test gelijk is aan p, d.w.z.
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Dit leidt weer tot gelijkheid in (2) met 
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 i.p.v. 0.09. Veronderstel voorwaarde (5) en p1 > 0. Dan geeft de Bayes regel nog steeds vijftig procent voor de gevraagde kans evenals de aselecte steekproef met teruglegging. Bij een vaste groep van (1 – p) N gebruikers en p N niet-gebruikers is de gevraagde kans groter dan ½ als p > ½. Tenslotte in geval van een aselecte steekproef zonder teruglegging is de kans dat als er één deelnemer pep-positief blijkt te zijn hij daadwerkelijk het pepmiddel heeft gebruikt groter dan ½ als p2 > ½ (hetgeen altijd het geval is zodra p > 2/3). Het bovenstaande laat dus o.a. zien dat het niet nodig is het gegeven dat de test voor 90% zuiver is zowel te betrekken op de gebruikers als op de niet-gebruikers, zoals in de beantwoording op TV en op de NWO-site wordt gesuggereerd. Een minder strikte interpretatie als (5) leidt tot hetzelfde resultaat.
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