Met het streepje op de e

Vraag 16 van de nationale wetenschapsquiz 2003 luidt als volgt:

Met een steekproef testen we de deelnemers aan de tiende Nationale Wetenschapsquiz op een verboden pepmiddel. Stel dat tien procent van de deelnemers het pepmiddel gebruikt. De test is slechts voor negentig procent zuiver. Eén deelnemer blijkt pep-positief. Hoe groot is de kans dat hij het pepmiddel daadwerkelijk heeft gebruikt?

a) Minder dan vijftig procent.

b) Vijftig procent.

c) Meer dan vijftig procent.

De Pavlov-reactie is om de regel van Bayes toe te passen, waarbij we uitgaan van een persoon die pep-positief is en de kans berekenen dat hij een gebruiker is. Dit leidt tot antwoord b), 50%. (Voor de fijnproevers staan meer gedetailleerde uitwerkingen van deze en andere uitspraken op het internet: http://wwwhome.cs.utwente.nl/~kallenbergwcm/ .)

Helaas werd ons de regel van Bayes als verklaring voor antwoord b) voorgeschoteld tijdens de TV-uitzending van de nationale wetenschapsquiz 2003. Maar het kan nog erger zoals we straks zullen zien bij de toelichting op de NWO-site.

Immers, de oplettende lezer heeft natuurlijk in de vraagstelling een streepje op de e waargenomen: “Eén deelnemer” en niet “Een deelnemer”. Dit scheelt een slok op de borrel.

Gaan we eerst eens uit van een groep van 10 deelnemers, 1 gebruiker en 9 niet-gebruikers. (Dit kunnen we desgewenst als een (ontaarde) steekproef zonder teruglegging opvatten met de steekproefomvang gelijk aan de populatieomvang: de steekproef bestaat uit alle deelnemers.) Alle 10 deelnemers worden getest en er blijkt (precies) één deelnemer pep-positief te zijn. Er zijn twee mogelijkheden. Allereerst, de pep-positieve is tevens gebruiker. De test heeft dan in alle 10 gevallen het correcte antwoord gegeven. Omdat zowel voor de gebruiker als voor de niet-gebruiker (!) een correct antwoord van de test met kans 0.9 plaats vindt, is de kans hierop (onder voor de hand liggende onafhankelijkheidsvoorwaarden t.a.v. het testen) 0.910.

De andere mogelijkheid is dat de pep-positieve tot de niet-gebruikers behoort. De test reageert dan verkeerd voor de gebruiker en bij de niet-gebruikers (precies) één keer onjuist en de overige 8 keer correct. De kans hierop is
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De eerste kans is maar liefst 9 keer zo groot als de tweede! Dat betekent dat gemiddeld in zo’n 90% van de gevallen waarin we in deze setting één pep-positieve aantreffen, het de gebruiker is. Precieser: de (voorwaardelijke) kans dat in geval van één pep-positief bevonden deelnemer deze de gebruiker is, is hier gelijk aan 0.9: antwoord c) is hier het juiste antwoord.

Ook als we een grotere groep deelnemers hebben met 10% gebruikers en 90% niet-gebruikers en de steekproef gelijk is aan de gehele populatie, blijft de gevraagde kans (in geval van één pep-positieve) 90%. Dit is dus een totaal ander resultaat dan dat wat de regel van Bayes oplevert.

Maar we zijn er nog niet, want het begin van de vraag luidt: “Met een steekproef”. Dit is tot dusver nog niet echt ingebracht. Er wordt niet aangegeven om wat voor steekproef het gaat. Zoals gezegd, de bovenstaande vaste groep kan desgewenst opgevat worden als een (ontaarde) steekproef zonder teruglegging met de steekproefomvang gelijk aan de populatieomvang. In dit extreme geval is de kans dus 90%. Het andere extreem is dat de steekproefomvang “oneindig” veel kleiner is dan de populatieomvang oftewel een aselecte steekproef met teruglegging. Dan komt het er globaal op neer dat de pep-positieve deelnemer tot stand kan komen via twee wegen: kies een gebruiker en laat de test een correct antwoord geven, kans hierop: 0.1 ( 0.9, of kies een niet-gebruiker en laat de test vervolgens een onjuiste uitslag produceren, kans hierop: 0.9 ( 0.1. Beide kansen zijn in deze set-up gelijk: het kan net zo makkelijk de gebruiker als de niet-gebruiker zijn, leidend tot antwoord b).
Opmerkelijk is het enorme verschil of de groep die getest gaat worden een vaste groep van  10% gebruikers en 90% niet-gebruikers is of op stochastische wijze tot stand komt via een aselecte steekproef met teruglegging uit een populatie van 10% gebruikers en 90% niet-gebruikers. In het eerste geval schelen de van belang zijnde kansen maar liefst een factor 9, in het tweede geval zijn ze gelijk. Het helpt daarbij niets om de steekproef alsmaar te vergroten. Het resultaat blijft exact hetzelfde. Het vervangen van de vaste groep door een aselecte steekproef met teruglegging verandert de kansen dus enorm.

De (natuurlijke) situatie van een aselecte steekproef zonder teruglegging zit tussen deze twee extremen in. (Het formele bewijs maakt o.a. gebruik van een aardige toepassing van stochastische ordening.) De gevraagde kans is groter dan vijftig procent en dus geldt antwoord c) (mits de steekproefomvang groter is dan een). Niet alleen het meer natuurlijke karakter van de steekproeftrekking zonder teruglegging (je gaat niet twee keer dezelfde persoon testen) is een argument om niet uit te gaan van een steekproeftrekking met teruglegging, ook het streepje op de e pleit hiervoor. Bij een aselecte steekproef met teruglegging doet dat streepje er niet toe. Ook als er meer dan één pep-positieve blijkt te zijn, is de kans dat deze een gebruiker is vijftig procent. Bij de steekproeftrekking zonder teruglegging speelt dit gegeven wel een rol. Indirect is dit dus ook een aanwijzing (en een heel subtiele!) om een aselecte steekproef zonder teruglegging als model te hanteren.

En de Bayes-regel dan? Kan die in een “steekproefopzet” als oplossing naar voren komen? Jawel, die uitleg correspondeert met een steekproef ter grootte een. Deze geringe steekproefomvang lijkt ontkracht te worden door hetzelfde streepje op de e. Dat suggereert immers dat vooraf meer dan één pep-positieve deelnemer in de steekproef tot de mogelijkheden behoort.
Mijn conclusie is derhalve dat dankzij het streepje op de e, antwoord c) het predikaat juiste antwoord verdient en niet b), zoals NWO ons voorhoudt.

Tenslotte, deze tekst prijkt als toelichting op de NWO-site

B, vijftig procent. We nemen 100 deelnemers, daarvan zijn 10 gebruikers en 90 schoon. Van de 10 gebruikers zal de test er 9 terecht als gebruiker aanwijzen en 1 ten onrechte als schoon. En van de 90 schone deelnemers zullen er 81 terecht als schoon worden bestempeld en 9 ten onrechte als gebruiker. In totaal slaat de test dus 18 keer alarm. Ofwel, het lijkt of 18 deelnemers pep-positief zijn. Van die groep hebben 9 deelnemers daadwerkelijk gebruikt. Dus de kans dat een volgens de test pep-positieve daadwerkelijk het pepmiddel heeft gebruikt, is vijftig procent.

Voor in een boek staat wel eens: elke overeenkomst met bestaande personen berust op toeval. Dat schoot mij spontaan te binnen toen ik deze toelichting las en dat niet alleen omdat de subtiliteit van één pep-positieve deelnemer opgepept is tot zomaar 18 stuks . . .
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